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内 容 提 要 . 

本 书 主要 内 容 是 论述 ' 1. 哥 西 型 积分 的 若干 重要 
性 质 ; 2. 某 些 典型 的 边 秆 问题 的 求解 ; 3. 几 种 重要 类 
型 的 带 有 “ 哥 西 核 ? 的 奇异 积分 方程 的 基本 理论 ; &, 奇 
异 积分 方程 的 基本 理论 ; 5. 运用 区 函 分 析 和 拓扑 的 方 
法 讨论 非 线 性 奇异 积分 方程 和 某 些 非 线性 边 值 问题 的 
求解 ; 6. Wiener-Hopf 方程 的 特有 解法 ;7. 奇异 积分 
方程 理论 在 某 些 重 要 数学 物理 问题 及 在 断裂 力学 中 的 
车 干 应 用 。 

本 书 可 供 理 工科 大 学 的 数学 系 、 应 用 数学 系 、 力 学 
系 、 物 理 系 等 有 关 专 业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 和 教师 
以 及 师范 院 校 有关 专 业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 和 教师 
阅读 参考。 也 可 供 广大 科技 ,工程 技术 人 员 参 考 。 
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奇异 积分 方程 理论 的 研究 和 发 展 由 来 已 入 ， 在 弹性 理论 和 断 
裂 力学 以 及 在 一 些 重要 的 数学 物理 问题 中 有 着 广泛 的 应 用 。 五 十 
年 代 末 , 国内 学 者 开展 了 这 方面 的 研究 , 形成 了 一 支 籽 有 力量 的 具 
有 自己 特色 的 科学 研究 队伍 , 学 术 水 平 也 在 不 断 地 提高 。 

由 于 奇异 积分 方程 理论 在 实际 中 的 重要 作用 ， 我 们 在 六 十 年 
代 初 就 在 复旦 大 学 数学 系 为 高 年 级 学 生 开 设 了 这 方面 的 选修 课 ， 
编写 教材 , 并 培养 研究 生 。 后 来 , 上海 科学 技术 出 版 社 组 译 出 版 了 
苏联 数学 家 H. H. Myexexampma 院士 的 专著 < 天 异 积分 方程 y， 
这 是 专门 讨论 Osmohy 核 奇 异 积 分 方 各 的 书 ， 而 县 只 是 讨论 线性 
方程 的 情形 。 

在 这 段 时 间 里 ， 奇 异 积分 方程 的 理论 和 应 用 又 有 了 较 好 的 发 
展 , 在 美国 也 出 版 了 几 本 专 蓝 , 苏联 、 美 国 等 国学 者 又 进一步 讨论 
了 奇异 积分 方程 的 数值 求解 , 非 线性 奇异 积分 方程 等 问题 , 得 出 了 
不 少 有 实际 意义 的 成 果 ， 而 且 也 出 现 了 用 此 理论 于 研究 断裂 力学 
等 问题 的 良好 结果 。 奇 异 积分 方程 理论 受到 了 广大 实际 工作 者 的 
高 度 重视 和 运用 。 

因此 , 在 七 十 年 代 末 , 我 们 又 恢复 了 这 个 方面 课题 的 研究 和 教 
学 工作 , 在 此 基础 上 , 编写 了 这 本 书 。 

前 几 年 ， 北 京师 范 大 学 出 版 社 出 版 了 赵 柜 的 < 奇异 积分 方程 > 
一 书 , 本 书 与 该 书 不 同 , 主要 是 选材 不 同 ， 论 述 方式 和 处 理 方法 也 
有 差异 。 例如 , 本 书 中 有 非 线性 奇异 积分 方程 、Wiener-Hopf 方 
程 以 及 在 边 值 问题 .断裂 力学 等 方面 的 应 用 , 侧重 于 解法 的 论述 等 
等 , 也 概括 了 我 们 对 各 类 线性 、 非 线性 边 值 问题 的 研究 体会 和 研究 
成 果 ; 对 奇异 积分 方程 的 基本 理论 的 论述 , 本 书 也 较为 丰富 。 
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奇异 积分 方程 的 数值 求解 也 是 一 个 重要 谋 题 ， 国 内 外 都 有 学 
者 在 进行 研究 得 探讨。 限于 篇 幅 ， 本 书 中 没有 列 入 这 方面 的 成 
果 。 

本 书 共 分 七 章 ; 第 一 章 是 预备 性 前 , 讨论 Oauchy 型 积分 前 若 
干 重要 性 质 ; 第 二 章 主要 讨论 两 个 典型 的 边 值 问题 的 求解 ; 第 三 章 
论述 几 种 重要 类 型 的 寿 有 Cauchy 核 的 奇异 积分 方程 的 基本 理 
论 ; 第 四 章 讨 论 奇异 积分 方程 组 和 的 基本 理论 ， 第 五 章 运 用 泛 函 、 拓 
扑 方法 讨论 非 线性 奇异 积分 方程 和 某 些 非 线性 边 值 问题 的 求解 ; 
第 六 章 论述 Wiener-Hopf 方程 的 特有 解法 ， 第 七 章 涉 及 到 在 一 
些 重 要 数学 物理 问题 以 及 在 断裂 力学 上 的 若干 应 用 。 

阅读 本 书 ， 要 求 具备 “ 复 变 函数 论 ”、“Fredholm 积分 方程 理 
论 ” 以 及 “数学 物理 方程 “积分 变换 ”等 方面 的 基础 知识 ， 有 些 部 
分 还 需要 一 些 泛 函 分 析 的 知识 ， 在 阅读 应 用 一 章 中 的 第 二 部 分 时 
还 要 求 具 备 弹性 理论 等 方面 的 若干 基础 知识 。 

本 书 供 理工 科大 学 数学 系 、 应 用 数学 系 、 力学 系 、 物理 系 等 有 
关 专 业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 和 教师 以 及 师范 院 校 有 关 专 业 的 高 
年 级 学 生 、 研 究 生 和 教师 阅读 、 人 参考。 也 可 供 广大 科技 、 工 程 技术 
人 员 人 参考 。 

我 们 热诚 地 欢迎 广大 读者 对 本 书 提出 批评 和 建议 。 

作 者 
1989 年 要 月 于 上海 复 且 大 学 
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第 一 章 Cauchy 型 积分 


在 解 平面 Laplace 方程 的 典型 边 值 问题 一 一 Dirichlet 问题 
和 和 Neumann 问题 时 ,五 可 以 分 别 利用 对 数 双 层 位 势 和 单 层 位 势 把 
边 值 问题 化 为 相应 的 第 二 类 Fredholm 现 积 分 方程 来 讨论 ( 见 < 积 
分 方程 论 及 其 应 用 >, 上 海 科学 技术 出 版 社 , 1987)。 为 了 解 复 变量 - 
解析 务 数 论 的 各 种 边 值 问题 , 类 似 于 上 述 所 使 用 的 位 势 , 可 以 利用 
Cauebhy 型 积分 来 处 理 。 

这 一 章 是 预备 性 的 ， 专门 讨论 Canohy 2 型 积分 以 及 它 的 边界 - 
值 性 质 。 


§1 定 义 
平面 上 的 光滑 弧 二 是 指 由 参数 。 表示 的 曲线 


w=w(s), Y=Y(s), SSS, 

这 里 的 $6、 so 都 是 有 限 常 数 ，z(s)、y(s) 是 在 闭 区 间 [s。 sj] 上 确定 
的 连续 函数 , 满足 下 列 两 个 条 件 : 

1) 它们 在 区 间 [sws] 上 有 不 同时 为 零 的 连续 一 阶 导数 2'(s)， 
yy Cs)。 在 区 间 端 点 s6、56 处 的 导数 分 别 理解 为 w (se 二 0)，Y (sa 十 
0), 2 (ss—0), Y (so—0)o 

这 个 条 件 表示 工 有 连续 转动 的 切线 。 

2) 在 区 间 (s，so) 内 不 同 的 s 值 对 应 着 曲线 工 上 不 同 的 点 
(%, 9) » 

这 个 条 件 意味 着 曲线 工 不 自身 相交 。 

曲线 五 上 分 别 对 应 于 参数 86.36 的 点 a.2 称 为 荆 的 端点 。 如 - 
果 点 a。 和 5 重合 , 且 (ss, 一 0) wss+0), (ss 一 0) 一 y (sa 二 0)， 

。 1 。 


记 丈 也 是 闭 国 道 , 否则 , 就 称 它 是 非 闭 的 ,或 者 称 蕊 是 开口 只 。 在 
光滑 弧 卫 上 通常 取 人 参数 。 增加 的 方向 为 卫 的 正 向 , 这 样 的 弧 谓 之 
有 向 狐 。 出 于 光滑 弧 是 可 求 长 的 ， 因 此 , 一 般 总 是 取 从 荆 上 某 个 定 
扩 算 起 的 弧 长 作为 参数 s， 并 且 带 有 确定 的 符号 。 称 8 为 工 上 对 应 
点 的 级 坐标 。 伶 后 ;将 也 上 对 应 于 续 坐 标 外 的 点 记 为 ts), 或 简 记 
为 坟 而 了 上 对 应 于 统 坐 标 s， su ss 等 等 的 点 分 别 记 为 i(s0), 
tsa) i(ss) 等 等 ,或 简 记 为 如 加; 和 如 等 等 5 
.对 有 向 弧 五 上 的 切线 , 以 后 总 认为 向 着 增加 的 方向 为 切线 
下 向。 设 0 是 荆 上 点 才 的 切线 与 正 掏 :O% 坦 移 实 角 ， 则 有 
C080mot(8); sin (8S) 1 

以 四 幼 考 示 LE 的 查 角 坐标 我 们 号 作坊 te tiy,: 站 
于 点 t 的 弧 举 标 ， 了 是 有 


dy ok on - 
人 -名 ds 


从 而 | 十 =14, 或 者 |at| 一 |asj。 
我 们 称 有 限 条 没有 公共 点 的 光滑 开口 弧 或 光滑 闭 围 道 所 组 成 
的 昌 线 的 全 体 为 光滑 曲线 。 具有 靖 定 再 向 的 光滑 曲线 称 为 有 向 奖 
线 。 以 后 , 我 们 所 考虑 的 都 是 有 向 曲线 , 不 再 一 一 说 明 。 
设 工 是 位 在 平面 有 限 部 分 内 的 有 向 曲线 , p(t) 是 复 变 量 1E 工 
的 绝对 可 积 机 数 。 称 积分 
0 -| gD) or i a 1) 


Dord: jr vo—% 
为 Cauehy 型 积分 , (7) 是 它 的 密谋 一 -这 个 词 是 由 于 与 双 层 位 
势 和 单 层 位 势 有 关 而 如 此 称呼 将， 


易 见 , 0auchy 型 积分 (1 .1) 除 I 上 的 点 外 在 区 个 复 盏 而 的 任 
何 有 限 点 z 处 都 是 解析 的 , 它 的 导 函 数 由 王 式 给 出 ， 


AN _p7) 
0 ~ iT 


这 个 公式 对 于 不 属于 荆 的 每 个 点 2 都 成 立 。: | 
如 果 光 滑 曲 线 五 是 由 包围 平面 上 某 个 连通 部 分 ， 即 平面 上 某 
-9 2 . 


个 区 域 的 一 些 闭 转 道 所 构成 ,我们 如 此 选取 工 总 正方 向 ; 使 当 沿 着 
也 循 这 个 方向 移动 时 , 这 个 区 域 总 是 保持 在 工 的 左 侧 。 在 这 种 情 
况 下, 我 们 以 D+ 表示 保持 在 工 左 侧 的 
分 平面 , 而 以 D7 表示 对 Dt 十 荆 的 补 
集 , 如 图 1.1 所 示 情 灌 ，D- 包含 着 无 穷 
二 
于 是 , 按 公式 (1.1) 确定 的 Cauchy 
型 积分 分 成 为 两 个 互 不 相关 的 解析 沙 
数 ， 即 定义 在 区 域 D+ 内 的 解析 函数 图 .1 
2+(z) 和 定义 在 区 域 D" 内 的 解析 函数 多 -(z) ,一般 说 来 ， 它 们 不 
十 彼此 间 的 解析 延 拓 。 这 样 的 解析 函数 $5(z), 它 有 两 个 独立 的 表 
这 式 B+(z) .TB (zg)， 分 别 确定 在 两 个 对 全 平面 互 为 补 集 的 区 域 
人 忆 -内 ,今后 称 之 为 分 块 解析 阵 数 。 
我 们 还 要 指出 : 由 式 仁 . 力 表 达 的 Gauehy 型 积分 丐 (2) ,在 无 穷 


远 点 如 同 二 一 样 ,一致 地 趋 于 零 。 事 实 上 , 我 们 把 Bs) 在 无 穷 远 点 
邻 域内 展开 为 二 的 等 级 数 , 因为 


i i 1 工 7 T+ 
TT 
2 
乘 上 2 (zy ,然后 逐 项 积分 , 就 得 到 
-一 马 儿 
2 (2) 问世 


其 中 
or 一 于 了 | (an。 
在 8-(z) 的 上 列 展开 式 内 ， 没 有 z 的 零 次 宕 项 ， 因 而 就 推 知 ， 由 
Cauchy 型 积分 (1.1) 表 示 的 函数 ~(z) 必定 满足 条 件 
~ B-(co) =0。 
Cauchy 型 积分 (1.1) 和 展 布 在 曲线 荆 上 的 单 层 位 势 及 双 层 
ee 


位 势 有 着 紧密 的 联系 。 为 说 明 简 音 起见, 我 们 假设 研 是 一 条 光 济 
闭 围 道 , 还 假定 go( 四 是 实 函数 。 设 点 :不 在 卫 上 。 令 


S07|, Vd, W + (e, Y), 


其 中 U.V 都 是 实 函 数 。 记 

T—%2=76%, 
这 里 7= |* 一 和 9=arg(7 一 z)。 将 此 式 两 端 取 对 数 ， 视 z 固定 ， 
六 对 微分 , 就 得 到 
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分 开 实 部 和 ey 得 出 
Uo, 0- 到 | PV)00= 吉 | 9D) 时 直 


ny ds 
- 亏 | PCOs CT, Coos lr, 2%) a,, 2) 
V(%, 0-- 元 | pT) UInr= -去 | gp( 四 全 ， (1.3) 


其 中 。 为 点 7+ 的 缴 坐 标 ,n 为 点 < 处 指向 工 左 侧 的 法 线 , 而 (7, ) 
是 向 量 zz 入 w 之 间 的 夹 角 。 在 导出 上 列 式 子 时 , 我 们 利用 了 在 由 
工 的 正切 线 色 和 法 线 % 记 组 成 的 坐标 系 中 ( 见 图 1.2), 解 析 函 数 


‘4. 


latz 一 分 一 2 闻 十 Jn7 
《其 中 z 为 常量 ,5 为 变量 ) 所 应 满足 的 Cauchy-Riemann 方程 
ddlnr 
ds dn * 
函数 可 (w, 从 由 (1.2) 式 所 示 是 密度 为 全 台 的 双 层 位 势 。 为 
进一步 考察 函数 V(x，9)， ny 9(7) 具 有 对 弧 坐 标 s 的 可 
积 导 函数 ,对 对 .3) 式 右 端 进行 分 部 积分 , 就 有 


Vw, y) 0 了 [时 lnrds。 


由 是 可 见 ,函数 斑 (z 殷 是 以 KG 一 一 寺 四 为 密度 的 单 层 位 势 


VG, 分 -| pm 二 me- | Us)Inras。 


$2 Cauchy 型 积分 在 积分 路 径 上 的 值 
”如 果 Cauchy 型 积分 (i .1) 中 的 变量 z 所 对 应 的 点 位 在 颖 天 


上 ( 除 端点 外 ), 记 它 的 复 坐 标 为 由 这 时 ， 就 得 8 
到 一 个 曲线 奇异 积分 z 
pz 2 Oro (4.4) - x Dy £2 
一 般 说 来 , 这 个 积分 不 一 定 有 意义 。 因 此 , 我 > 
们 必须 给 这 个 奇异 积分 红 .4 以 一 个 确定 的 A 4 
含义 。 
以 点 4E 开 为 中 心 , 充分 小 的 正 数 p 为 半 图 1.3 


径 作 贺 玉 , 使 得 加 羽 与 有 向 驱 卫 仅 交 于 点 上 两 侧 前 丙 点 二. 所 (如 
图 1.3)。 约 工 在 圆周 内 的 部 分 记 为 7 而 其 余部 分 记 为 L— {po 考 
虑 积分 


1 2Czm 1 
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在 函数 9g(7) 是 通常 的 绝对 可 积 的 假设 下 , 这 个 积分 是 存在 的 。. 
。 5 » 


如 果 积 分 型， dr 当 -> 时 存在 极限 ， 称 这 个 家 


限 为 Oauohy 型 积分 (1. 全 在 弧 L 上 点 一 处 的 Oauchy 主 值 ,或 
者 说 , 奇异 积分 (1.4) 在 Cauchy 主 值 意义 下 存在 ， 也 可 简单 地 称 
- 为 主 值 存在 ， 并 县 台 这 人 二 信 作为 导 分 (1 4) 的 值 , 记 为 . 

.GH = 区 2 dvr=limt {| 92D ow (1D 


p=>0 5 E~ie T—t 


和 yg(7) 仅 是 绝对 可 积 ， 甚 至 是 连续 时 不 
一 定 存在 , 为 使 这 个 极限 存在 , 必须 对 函数 g(z) 加 上 适当 的 条 件 。 
这 里 ， 我 们 不 停留 在 很 广泛 条 件 下 能 保证 积分 主 值 代 . 忠 存 在 的 讨 
论 上 , 仅 仪 指出 一 个 重要 情形 ， 即 为 使 积分 主 值 ( 工 .中 存在 前 二 个 ， 
充分 条 件 是 : 绝对 可 积 函 数 9(D 在 绝 . 荆 上 所 讨论 的 内 部 点 i 的 某 
个 邻 域内 满足 H6lder 条 件 
lp -go <Alt- rl 0<Ns<1, (1.6) 
其 中 7 是 骤 .了 .上 位 于 站 .t 的 所 给 定 的 邻 域内 的 任意 点 ， 4 为 正常 
数 , 称 为 p(7z) 的 了 blder 系数 ,入 表示 至 多 等 于 1 的 正常 数 ， 称 为 
op(O 的 了 5lder 指数 。 
， 今 后 ,我 们 以 五 和) 表示 定义 在 荆 上 满足 下 列 Hjder: 条 件 的 
函数 p(*) 的 全 体 : 对 于 工 上 任意 两 点 .va, 便 成 立 不 等 式 
|9 (ri) —9 (rs) | <A|z al, 
其 中 4 是 正常 数 , 0<X<1。 如 果 函 数 8(E 及 ,我 们 也 称 函 
数 g(z) 在 荆 上 满足 条 件 肪 (%)。 显 然 , 如 果 p(w) E 五 入， 它 一 
定 是 连续 的 。 陛 外 , 如 果 gp(z) E 五 (, 那 未 ,19(7)| EH(%)。 如 
- 果 和 一 1，H6lder 条 件 就 是 一 般 所 说 的 Lipschitz 条 件 。 另 外 ， 如 
果 对 于 工 上 上 距离 ra= [wy 一 Ts| 不 超过 某 个 正常 数 6 的 任意 一 对 
点 儿 、T2, 函数 p(z) 都 满足 HOlder 条 件 ,H6lder 系数 是 4, 指数 为 
4%, 那 末 函数 g(7z) 在 整个 曲线 工 上 也 满足 指数 为 和 的 H6lder 条 
件 。 事 实 上 ,如 果 r aa<8 时 ,有 
|9(w) 一 9(r2) [<4ln -rd 
.成 立 , 那 玉 , 在 整个 上 上 将 有 | 
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]2(e) 一 (ra)| <49a 

其 中 全 -maz|4 各， M-suplp()1。 
回 到 原先 前 问题 上 来 ， 假 设 函 数 po(zr) 在 点 ‘7 的 邻 域内 满 
尼 Halder 条 件 (1.6) ,我 们 要 证 明 ,Gauehy 主 值 -二 | 2 dr 


i A 
存 去 。 事 实 上 ,我 们 把 在 圆 区 外 弧 工 一 5 上 的 积分 分 成 两 个 积分 
i. 2 gy “fe 


Dn jr-i, 7 一 z-io ?一 t 


十 理念 。 (1.7) 


tT gn Llp: 二 
由 假设 条 件 (1.6)， 上 趟 在 册 第 一个 和 分 和 的 拉 区 清 有 不 等 


p(T7)— p(t | A 
To—t IST 直人 


因 之 ， 它 当 Y- 尖 时 是 弱 奇 性 的 ， 从 而 (1.7) 式 右 端 第 一 个 积分 当 
p>0 时 极限 存在 , 它 等 于 通常 意义 下 的 广义 积分 


i (p57) p(t) 
pa dr 


现在 考察 (1. 7) 式 右 端 第 二 个 积分 ， 为 简单 起 见 ， 候 设 有 向 弧 荆 是 
以 a 为 始点 ,8 为 终点 的 简单 弧 。 记 圆周 K 位 于 I 的 右 侧 的 部 分 
为 到, 记 信 为 简单 浙大 及 此 5( 见 图 1.3)。 主 是 
| dz _ dz dz 
L-ip 


-io DT—t TT—t K: VT—t 


9 ， 


但 是 


or _ .，- 
一 
sr—t Fe 


这 里 ， 把 上 式 右 端 理 解 为 函数 In -二 2 的 在 沿 着 L 而 制 开 的 平面 
上 入 . 在 天 家人 为 的 一 人 分 在 # 处 所 取 的 值 ,或 者 
说 , 是 函数 In 过 2 在 滑 着 也 制 开 的 平面 上 解析 - 在 无 穷 远 点 为 
零 的 一 个 分 支 ， 在 点 坏处 从 工 的 左 鲁 人 


QT 加 一 
|] T—t nlr | m| 2 


十 200， 


但 | 和 一直 地 一 引 而 0 凑 示 当 点 了 沿 着 弧 及 i 从 点 挟 移 动 至 点 
刀 处 时 ,7 的 幅 角 的 变化 , 因 之 有 


lim6— MT o 
从 而 ， C1) 式 有 油 第 二 个 积 分 当 p>0 时 的 极限 是 
Tim dr D Un 2 — md, 
p20) 1-lp T—+ 一 CC 


这样 一 来 ,从 仁 . 们 式 取 p30 时 的 极限 ， 就 有 
sO -Hr],2 2 ar 


-lim ath Lar 
p30 Qo I- T—t 


1 | 2 (VAG) 
2m7 or 


十 卫 La In -0 6 -200, | (1.8) 
mb t— 


这 和 的 对 二 数 < ph # 是 理解 为 函数 ln < 


一 2 在 沿 着 卫 = ob 贡 开 的 平面 上 解析 、 在 无 穷 运 点 取信 


的 一 2 后 各 上 站 和 证 
- 特别 是 ,在 五 是 闭 围 道 的 情形 ,在 (1 8) 式 中 应 置 4- 5， 从 而 
-得 到 


OO SC 


Qo Jr 7 一 dr 


= 二 |. ae 2 ur- 去 pb)。 (1.9) 

这 禁 ， 训 证 明了 ; 当 了 数 9( 吕 在 开 上 站 i 的 某 个 邻 域内 满足 
Hilder 条 件 (1.6) 时 ， 奇 异 积分 (1.4 在 Cauchy 主 值 意义 下 是 存 
在 的 。 今 后 ,我们 理解 奇异 积分 人 .4) 总 是 指 主 值 意义 的 。， 

由 上 述 可 见 ， 如 果 定 义 在 弧 荆 上 的 函数 p(z) 在 整 条 弧 也 
上 满足 了 5lder 条 件 ， 那 末 奇 异 积分 (1.4) 的 主 值 存在 ， 目 对 荆 上 
除 其 端点 以 外 的 任何 点 处 有 公式 (1.8) 成 立 。 在 荆 是 闭 转 道 情 
形 ,对 于 每 个 点 iE 荆 ,公式 (1.9) 成 立 。 从 公式 (1.8) 可 以 看 出 ,如 
s* 8。 
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果 弧 荆 上 的 点 # 趋 于 它 的 端点 一 起 点 a 或 者 终点 5 时 ， 积 分 
(1.8) 就 有 像 PCIn(a 一 从 或 者 p(t)ln(5 一 那样 的 性 态 。 这 样 
车 函数 p(z) 是 有 界 的 ， 且 当 点 1 趋 于 工 的 端点 时 p( 人 0 不 趋 于 堆 
的 话 , 则 积分 人 .8) 如 同 与 端点 的 上 距离 的 对 数 那 样 无 界 ， 而 在 函数 
(在 工 的 端点 为 零 的 情形 , 例如 在 工 的 起 点 4 处 为 零 ，p(0) = 
9, 则 积分 (1 .8) 在 这 个 端点 处 有 意义 , 它 是 具有 弱 奇 性 被 积 函 数 的 
绝对 收敛 的 积分 ， 且 等 于 积分 (1.8) 在 弧 石上 邻近 点 a 的 点 1 站 
于 点 4 时 的 极限 。 
从 上 面 的 论证 过 程 还 可 以 看 出 , 在 定义 积分 主 值 时 , 从 积分 路 
径 工 的 点 处 截取 的 1,=&， 并 不 一 定 需 要 满足 条 件 4 一 !| 一 
| 名 一 引 , 而 只 需要 满足 
lim 但 = 让 (1.10) 


1 |to—t | 
就 可 以 了 。 这 一 点 注 记 , 在 后 而 要 用 到 。 
对 奇异 积分 (4.5), 还 有 下 述 两 个 重要 的 性 质 变量 代 换 规则 
和 分 部 积分 公式 。 | : 
变量 代 换 规则 设 函 数 *= w(6) 有 处 处 不 等 于 零 的 一 阶 连 续 
导数 w (6)， 它 把 缴 二 相互 单 值 地 歇 射 为 引 卫 。 又 函数 wkz) 在 二 
上 满足 H6lder 条 件 , 则 ， 
,2 A -| 人 db, (4.11) 
其 中 t=a(&)。 
为 证 明 这 个 规则 , 我 们 要 注意 : 出 现在 (1. 堪 ) 式 右 端 的 积分 是 
在 主 值 意 义 下 存在 的 ,因此 ， 在 弧 上 用 以 点 为 中 心 的 充分 小 
的 圆周 截 下 一 小 段 , 记 其 两 个 端点 为 而.&2， 而 在 工 上 相应 于 它 
们 的 点 是 万 =a(51), 妇 =a(69), 于 是 
a(L) Ya . o ol > 
也 人 - Jim,|, ? ye %。 
作 代 换 6 一 B(z), BC 是 a(L) 的 反 丽 数 ， 由 于 我 们 对 ao(&) 所 作 的 
假设 , 它 是 单 值 存在 的 ,这样 ,上 列 等 式 右 端 成 为 


lim | pW) gr, 
tft 


IL-l vo—t : : 
其 中 了 是 红 了 上 的 小 段 了 在 弧 三 上 的 相应 小 妇 ， 以 点 如 . 扫 为 其 
两 个 端点 。 如 果 我 们 能 够 证 明 , 对 于 点 九 . 妈 ,有 (4.10) 式 成 立 ， 出 
我 们 的 结论 就 被 证 实 了 。 下 面 , 就 来 证 明 这 一 点 。 
把 函数 w(C) 在 点 展开 为 Taylor 级 数 , 并 仅 取 前 两 项 ,得 
. ta=a(€9) =a(€) + [a (Eb) 十 sa(Ea 1 (Sa 一 人， 
一 上 十 [oe (¢) + ea(€s, €)] (62—é), . 
和 一 wa) 一 wo) 十 [of (的 十 有 (0 人] 人 一 全 ， 
一 上 十 [ec (€) + a1(é,, OG- 
这 里 ， 由 于 我 们 已 假设 w 从 ) 是 连续 的 , 因此 ， 61(&1,) 和 slé, 多 
当 i 时 皆 趋 于 零 。 这 样 ,就 有 
2 一 1 = 0 人) 十 sa |, |éa~€ | 
"| os) 十 8 ' |&—é 


z z | 
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这 就 是 所 要 证 明 药 。-  : 人 


分 部 积分 公式 设 5 是 给 定 在 光滑 红 上 的 : 连 了 可 入 
数 , 点 :不 是 工 的 端点 4 及 2, 则 有 下 面 的 分 部 积分 公式 成 立 : 


| 2 ar imp +p(b) nD -we)In(o—D 


-| 9 ‘Wn Dor, i (1.:12) 
车工 古 闭 因 道 , 则 有 公式 
全 mr- -ip 的 -vanmne- dar (L119) 


在 公式 (1.12) 和 (1.13) 中 的 阴 数 也 (z 一 为 是 理解 为 在 沿 连 结 
分 支点 志和 无 穷 远 点 的 某 条 曲线 割 开 的 平面 上 的 单 值 解析 函数 
ln(z 一 从 在 点 7 处 所 到 的 值 ， 割 线 在 工 的 左边 。 如 果 割 线 由 工 的 
右边 引进 , 那 末 , 公式 (1.12) 和 和信.13) 中 右 端 第 一 项 应 到 正 号 。 
我 们 从 公式 以 .12) 和 (.18) 的 右 端 中 出 现 的 积分 
4 10 。 


[ pT) In(v7t)adr 
出 发 来 证 明 这 些 公式 先 假设 荆 是 开口 弧 % 积分 | y WIn (re— 


tar 是 有 意义 的 。 因 之 其 主 值 意义 的 积分 也 存在 。 如 同 在 定义 积 
分 主 值 那样 , 以 任意 方式 取 点 t 的 邻 域 , 就 有 | 


| y(n(r -tar = lim [fw (In (yt) 
L p20 /6% 


+ oz)Jntz 一 boz|， 


右 端 方 括号 内 的 两 个 积分 是 通常 的 积分 , 可 以 各 进行 分 部 积分 ， 
得 到 


Lv Wm edart| yn 
pbDIn(b- -pte)ln(G td) +p(t nh —t) 


一 (be) ln G2—D)— | 2 2 dz -| 2 dr。 


取 p->0 时 的 极限 ， 上 武 有 绚 第 二 项 保持 下 变 。 最 来 两 项 的 和 的 
极限 是 一 |, 22 dv， 它 应 按 主 值 意义 理解 。 为 讨论 中 间 两 项 的 
极限 , 我 们 把 这 两 项 改写 成 . 
PEIN — 9) ln (一切 
=p [nt ln td)]+ [p(t) 
gO nt) — {p(y ~pt ns —t), 

按 假 设 ,9 的 连续 可 微 , 因而 满足 Lipsehitz 条 件 , 所 以 上 式 最 后 两 
项 的 极限 等 于 零 ， 而 差 式 ln (机 一 引 一 ln (ts 一 从 的 极限 在 上 条 已 讨 
论 过 , 等 于 一 ms。 从 而 等 式 (1.12) 得 证 。 

如 果 荆 是 闭 团 道 , 即 4a 二 5， 则 由 已 证 明 的 公式 (1.12) 即 得 公 


式 (1.13)。 
特别 是 , 当 p(z) 三 1 时 , 公式 (1.12) 成 为 
1 (dr -+ In bt 
Dror Tt Dr C@ 一 二 


而 公式 民 .13) 戌 入 
ee 


1 or __1 
Dro)r 7 一 3° 


§3 Cauchy 型 积分 的 边 力 界 值 ; Coxou8gi- -Plemelj 公式 


我 们 前 已 指出 , 由 Caueby 型 积分 (表达 的 函数 厂 从 在 平 
面 上 除 积分 路 径 荆 的 点 外 处 处 是 解析 的 。 现在 来 研究 积分 仁 . 巧 
当 点 z 趋 于 积分 路 径 荆 上 点 t 时 的 性 态 ， 由 于 所 欲 讨 论 的 边界 什 
只 是 局 部 性 质 ， 因 此 ， 我 们 关心 的 只 需 是 荆 上 包含 点 在 内 的 一 
段 弧 。 

设 厂 是 光滑 弧 (开口 的 或 闭 的 ) 4 它 有 下 面 的 诸 性 大 


切 设 om 为 任意 不 等 于 零 的 锁 角 ( 0<m<< 至 ) 则 存在 不 依赖 


于 荆 上 点 的 位 置 .但 与 oo 有 关 的 正 数 Bo Bo (oo) ,使 得 ， 
人 石上 含 在 以 工 的 任意 点 + 为 中 心 , 任意 正 数 < 如 为 半 
径 的 圆 工 内 的 部 分 是 由 唯一 的 一 段 开 口 弧 构 成 ， 仍 以 邓 表 示 这 自 
弧 。 
(ii) 弧 好 上 任意 两 点 的 切线 间 的 非 钝 夹 角 w 不 大 于 oo。 
后 ， 称 对 应 标准 半径 Bo 的 圆 Te 所 截取 的 荆 上 的 一 段 弧 
b ad 为 标准 弧 。 
”关于 这 个 性 质 的 证 明 ， 因 为 与 本 书 内 
6 容 没有 直接 联系 , 我 们 不 予 引进 。 对 此 感 兴趣 
的 读者 ， 请 参阅 专著 [2] 的 附录 1， 在 那里 给 
出 了 此 性 质 的 证 明 。 
如 果 工 是 闭 力道 ， 则 标准 弧 的 端点 4 与 
5 总 是 位 在 加 To 的 圆周 上 ， 但 车 工 的 组 
图 1.4 成 部 分 中 含有 开口 的 弧 眉 时 ， 则 标准 弧 的 
一 个 或 两 个 端点 可 以 在 圆 I 内 ( 见 图 1. 爷 。 
自 这 个 性 质 易于 直接 得 到 标准 弧 06 的 如 下 各 条 性 质 ; 
2) 过 弧 43 上 任意 两 点 所 连 的 弦 与 这 条 弧 上 任意 点 处 的 切线 
所 夹 的 非 钝 角 不 超过 m。 
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事实 上 ,由 弧 好 的 光 浓 性 , 在 08 上 总 有 一 点 ， 在 谈 点 处 的 切 
一 条 孩 是 平行 的 , 因 之 此 钳 论 可 由 性 质 了 中 的 GD 导出。 


3) 设 Bo 是 适合 条 件 00<Bo< 训 的 任意 角 ，4。、 4 是 分 别 过 


点 @.5 的 两 条 平行 线 ,它们 和 弧 00 上 任意 点 处 的 切线 所 夹 的 非 
刍 角 8 之 Bo, 风 任 何 一 条 位 于 小 和 4 之 间 且 和 它们 平生 的 直线 
4 都 和 名 只 相交 于 一 个 点 ( 见 图 .本 )。 

事实 上 , 直线 4 和 弧 42 至 少 相交 于 
一 点 是 显然 的 , 至 于 4 与 0 相交 不 多 于 
一 个 点 是 可 以 从 性 质 人 和 条 件 B>Bo> 
on 推出 的 。 人 

和 设 4 是 通过 弧 405 上 任意 点 的 
一 条 直线 ， 它 和 点 t 处 的 切线 所 夹 的 非 图 1.5 
钝 角 不 小 于 Rooo。 又 设 # 是 8 弧 上 任何 一 个 其 他 点 。 则 直线 
4 和 联结 点 二 的 纺 所 夹 的 非 钝 角 不 小 于 co= Bo 一 00>0。 
事实 上 , 设 四 是 直线 4 和 联结 点 碌 的 弦 所 来 的 非 钝 角 , a 是 
点 t 处 的 切线 与 洲 弦 所 夹 的 非 钝 角 ，B 是 点 处 的 切线 和 直线 4 
所 夹 的 非 印 角 , 那 末 , 或 者 | 

w=B- o>Bo—o, 


这 时 结论 已 得 证 ; 或 者 


w=pB+o, 
( 当 Bta< 地 时 ， 就 可 能 会 是 这 种 情形 ), 于 是 @ 之 Bo>Bo~oo, 从 


oO 一 一 B 一 a， 
( 当 B+a> 马 时 , 就 可 能 是 这 样 ), 因 之 ， 0> 了 一 0 之 Bo 一 00， 结 
We 
设 卫 =08 是 一 条 标准 弧 ， t 是 ad 浙 上 任意 一 个 定点 ， 它 可 以 
是 点 ， 4 或 点 5, 是 厂 上 的 动 点 ,= |z 一 引 是 连接 点 二 和 z 的 弦 的 
长 度 , 我 们 有 
ea 13 。. 


一 一 一 十 C0g@, (4.14) 


其 中 是 点 的 弧 坐 标 ，x 是 联结 点 土 和 ?的 张 与 点 "处 的 切线 
所 夹 的 锐角 。(L.19) 式 中 右 端 符号 的 选取 , 规定 为 对 应 于 纪 部 分 
取 * 十 "号 。 而 对 应 于 df 部 分 到 “号 。 

由 于 0<w<oo< 芭 ,因此 ,从 (区 ) 式 可 知 ,在 谷 部 分 上 是 
弧 坐标 s 的 单调 减少 函数 ; 在 纯 部 分 上 是 * 的 单调 增加 函数 。 因 
此 ,在 这 两 个 部 分 的 每 一 个 点 上 ;点 的 位 置 可 以 由 给 定 的 值 叭 


一 地 确定 。 
从 (1. 14) 式 就 可 导出 一 个 重要 的 不 等 式 
[das| <mlarl, (1.15)- 
其 中 公 是 : 与 点 4 在 弧 42 上 的 位 置 无 关 的 正常 数 。 这 个 不 等 式 往 
后 经 常 要 用 到 。 


考虑 孤 全 或 者 全 上 的 任意 一 对 点 号 其 弧 兴 宗 分 别 为 a 
sz, 在 CL.14) 式 的 两 端 从 si 到 ss 积分 ; 且 利 用 中 值 定理 ; 就 得 到 ” 
|ra—ri|=%|sa—s1|， 0 一 < 一 
其 中 加 是 常数 ,而 .ri 和 va 分 别 是 点 到 点 友和 点 如 的 距离 。 如 - 
果 取 点 刀 作 为 ,我们 还 有 
as 一 Nai 0<ho<hZ1, (1.16) 
其 中 aa 是 点 契 和 如 之 间 的 距离 ,而 012=132 一 $1[ 是 弧 荆 上 介 于 
点 妇 和 点 吉之 间 的 那 部 分 红 的 长 度 。 易 见 , 当 工 是 任意 一 条 开 晤 
光滑 弧 或 者 光滑 闭 围 道 时 ， 关 系 式 导 .16) 仍 然 成 立 ， 只 是 在 工 为 
闭 园 道 时 , 石上 介 于 点 女 和 点 友之 间 的 部 分 要 理解 汶 长 度 较 小 的 
那 一 部 分 。 
今后 ， 在 光滑 开口 弧 或 者 光滑 闭 围 道上 讨论 局 部 性 问题 时 ， 
常常 可 以 限于 在 标准 弧 上 进行 。 
对 于 有 向 光 渭 弧 工 上 任 一 点 志 都 可 以 作出 以 它 为 中 心 、 半 径 
充分 小 的 圆 , 国 工 把 这 个 圆 分 为 两 部 分 ， 当 循 着 工 的 正方 向 来 看 
时 ,这 两 个 部 分 分 别 在 工 的 左 侧 和 右 倒 , 与 此 相应 ， 可 以 考虑 点 
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的 左 邻 域 和 右 命 域 。 我 们 分 别 用 坑 在 右上 和 角 的 符号 “十 ”或 者 “一 ” 
来 表示 荆 的 左 侧 或 者 右 侧 以 及 有 关 的 左 邻 域 或 者 右 邻 域 等 。 如 果 
二 是 闭 围 道 组 成 , 我 们 总 是 如 此 选取 它 的 正方 向 , 使 当 点 沿 工 循 此 
方向 移动 时 , 工 所 围 的 连通 部 分 总 是 位 在 工 的 左 侧 或 者 右 侧 , 在 这 
种 情况 下 , 通常 总 是 在 区 域 记号 的 上 角 用 “+” 表 示 保 持 在 荆 的 左 
侧 的 平面 部 分 ， 而 用 “一 ”表示 保持 在 工 的 有 侧 的 那 一 部 分 。 图 
1.1 所 示 的 是 一 种 多 连通 区 域 的 情形 ， 其 中 忆 * 是 有 界 的 连通 部 
分 , D- 是 不 连通 的 , 它 合 有 无 穷 远 点 。 

我 们 知道 (请 参阅 [了 )， 具有 连续 密度 函数 的 双 户 位 势 当 从 仁 
柯 一 侧 接 近 积 分 路 径 时 ,都 有 连续 的 极限 值 ,但 这 些 极限 值 是 不 同 
的 , 因为 在 通过 积分 路 径 时 会 产生 跳跃 :其 有 满足 了 ilder 条 件 的 
密度 函数 的 Cauchy 型 积分 也 有 类 似 于 这 样 的 性 质 ， 此 即 通常 所 
说 的 COxX00ENHi-Plemelj 公式 。 

”假设 函数 下 (2) 在 有 向 弧 五 的 邻 域内 ， 可 能 除 五 的 点 外 处 处 
有 意义 且 是 连续 的 。t 是 荆 上 的 菜 个 点 。 如 果 当 点 z 沿 着 任意 
一 条 保持 在 了 的 左 侧 (或 者 右 侧 ) 的 路 径 趋 于 点 了 时 , 函数 了 (2) 趋 
于 一 个 确定 的 极限 $+ 全 (或 者 TF- 的) ,我 们 就 称 ， 函 数 葬 () 可 以 
从 五 的 左 例 ( 或 者 右 侧 ) 连 续 拓 展 到 点 皇上 。 只 有 在 这 种 情况 下 ; 
我 们 才 说 , 函数 下 人 @) 在 点 t 处 取得 左 (或 者 右 ) 边界 值 瑟 + 人) (或 者 
6-0))。 

如 果 序 数 二 (可 以 从 工 的 左 便 j (或 者 右 侧 ) 连续 拓展 到 五 的 
某 个 部 分 五 上 的 每 个 点 处 ， 就 称 下 (@) 可 以 从 左 鲁 人 或 者 右 侧 ) 连 
续 拓 展 到 五 上 , 在 这 种 情况 下 ， 函 数 和 :的 (或 者 五 的 ) 在 也 上 
必 是 连续 的 。 这 是 因为 ; 按 假 设 条 件 , 对 于 任意 预先 给 定 的 正 数 s， 
均 存 在 仅 依赖 于 e 的 数 8>>0， 使 当 |s 一 让 5 以 及 点 z 位 于 石 的 
左 便 时 , 有 下 式 成 立 ; 

[SG)— Bt Ie, i€EL', 

现在 假设 点 是 上 的 另 一 个 点 , 满足 | 一刀 二 5, 如 果 点 z 保持 
在 五 指 左 侧 ， 且 适合 条 件 js 一 让 <9， 它 又 趋 于 点 妨 则 画 G) 将 趋 
于 B+ (4), 因 此 有 
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[的 一 本 的 |<<e 
这 就 对 更 + 人 (证实 了 结论。 对 (的 讨论 也 类 似 。 
现在 候 定 吗 是 石上 以 点 ;为 中 心 , 对 应 于 0<ao< 哇 的 标准 


弧 , 本 是 平行 直线 簇 , 其 中 每 条 直线 与 92 弧 在 点 # 处 的 切线 所 夹 
的 非 钝 角 均 不 小 于 某 个 固定 角 Bo>ao。 因 此 , 直线 饼 卫 中 介 于 此 
秘 直 线 里 分 别 经 过 点 4 和 点 的 丙 条 直线 d 和 小 之 间 的 每 条 直 
线 4 与 弧 吗 都 有 一 个 且 只 有 一 个 交点 。 村 

” 引 理 1.1: 设 古 数 西 ( 罗 在 约 只 的 全 域内 可 能 除 大 的 ， 点 外 处 
处 有 定 头 且 是 连续 的 。 落 点 2 沿 直线 旋 卫 中 的 直线 4, 保持 在 吗 
给 的 左 侧 ( 或 者 右 侧 ) 而 趋 于 全 狼 上 直到 时， 函数 画 (g) 一 至 地 趋 
于 + 必 (或 者 面 -的 ); 则 坊 数 古 (z) 可 以 从 左 (或 者 从 右 ) 连 续 地 . 
拓展 到 纺 弧 的 任何 一 个 不 包含 其 端点 的 部 分 上 。 

事实 上 , 由 趋 于 极限 的 一 致 性 的 假设 , 按 前 所 述 , 就 可 以 断定 ， 
函数 B+ (0 (或 者 本 -( 坟 ) 在 a8 弧 上 是 连续 的 。 现 在 设 点 * 沿 着 任 
意 一 条 , 例如 保持 在 0 红 的 左 侧 的 路 径 而 趋 于 弧 4 上 的 点 纪 坏 
是 a8 弧 的 端点 , 当 |?- 引 充分 小 时 ， 直 线 簇 开 中 经 过 点 * 的 直线 
“4 与 0 弧 相 交 于 菜 点 考察 三 角形 st (如 图 工 .6 所 示 ), 由 于 介 
4 。 于 弦 纤 与 直线 段 te 之 间 的 非 钝 角 不 小 
于 某 个 角 oo>0， 因 此 ， 利 用 正弦 定理 ， 
有 


|# _i 二 二 ?| 中 |- 让 -tt 
Sinw “© sincwo’ 


[2— 1 < 上 | 2| < | 一 引 引 
Sinwo “Sinco” 


b 
图 1.6 从 而 量 |# 一 让 和 |z 一 ?| 者 可 以 充分 地 小 。 
这 样 , 差 
| — Bt | =16) -Bt 0H) +B — G+) | 
也 可 以 任意 地 小 。 引 理 1.1 得 证 。 
引 理 1.2 设 厂 是 光滑 级 ,定义 在 卫 上 的 密度 函数 p(z) 满足 
Ho6lder 条 件 百 (， 点 tE 工 , 它 不 是 五 的 端点 , 则 函数 
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= -2 
0 -ps), 人 -I 


通 和 这 点 二 时 是 连续 函数 ， 中 .在 荆 的 任何 一 个 任意 - 
& 于 点 志 时 ,只 要 弦 玫 和 五 于 点 去 处 的 切线 间 所 夫 的 非 钝 角 
于 Bo>0 未 数 到 (的 一 致 地 (关于 卫 上 点 去 的 位 置 ) 趋 于 极限 - 


3 
中 
2 
1 


序 计 学 几 
中 主 


mm V2) -| dv = 


显然 ， 这 只 要 对 工 上 包含 点 在 内 的 对 应 于 锐角 0<oo< 可 
和 0<ao<Bo 的 一 段 确定 的 标准 弧 7 来 证 明 本 引 理 就 可 以 了 。 仍 
色 () 一 本 1 让 了 2 一 人 dy, 


考 虚 差 式 
ve) -vO 2—t P20) gr, 


TC 一 Tt 
以 点 为 中 心 ,充分 小 的 数 p>0 为 半径 作 
圆周 ， 它 交 标 准 弧 了 于 一 个 点 或 者 两 个 点 
(如 图 1.7， 在 此 图 中 ， 是 小 圆周 交 了 于 两 
个 点 .如 的 情形 ), 而 把 1 分 为 在 此 回 内 的 
部 分 5 = 六 名 和 其 余部 分 1 一 六 于 旺 有 
. VDE) — V4) = +Is, 


其 中 
T= 一 志 了 四 二 ?的 二 ?多 dz, 
2 1 T—% 一 


T = 工 2 e000 ao, 
2mo il 一 oT—t 


先 讨论 积分 厂 : 从 三 角形 和 %, 利用 标准 纺 的 性 质 和 正弦 定理 ， 
可 得 


全 一 名 gin Sin wo 
KK 是 正常 数 。 叉 按 函 数 g(7z) 满 足 HH61lder 条 件 的 假设 , 有 
® 17» 


- 


| pn = -00 | < 41 a -一 Ar*-1, 


其 中 7= | 一 zl。 下 个 人 或 1I5) ,就 可 得 到 
nl< 去 a ,| | 


| | KAmr"! Jar| -宇和 rdr 
2 ji, 2 Jo 
= 元 K Amp*。 


对 任意 给 几 的 8>0, 蔽 们 可 选取 如 弦 小 , 使 得 | 了 | 之 全。 这 里 p 


的 选取 可 以 与 1 下 点 - 指 格 塞 以 用 点 ， 2 的 答 曾 称 是 范 关 的 。 
如 上 选 定 正 数 p 后 ， 我 们 再 来 信 计 积分 2。 由 了 于 在 7 一 名 上 ， 
zt 上 且 17 一 引 >p, 从 而 - 
|zr 一 引 [之 17 一 外 sp lt sl, 


我 们 再 选取 6 = A |z— ?| 交 刁 。 于 是 


| 到 |< 均 [Eel orl 


i je 


< i | lp | 
其 中 用 是 菜 个 正常 数 , 它 与 点 + 在 上 的 位 轩 久 及 z 的 位 置 均 
无 关 。 因 之 ， 可 选取 到 与 1 上 点 ;的 位 置 与 点 z 的 位 置 均 无 关 的 
充分 小 正 数 ,使 得 只 要 3 | 了 | 小 于 这 个 正 数 ,就 有 | 五 |<* 引 
理 1.3 得 证 。 
由 于 这 个 引 浊 以 及 前 面 的 论述 ,就 可 以 知道 ， 函 数 色 (9) 在 工 
上 的 极限 值 函 数 多 (从 是 连续 的 。 

如 果 点 沿 某 条 路 径 7 趋 于 五 上 的 点 己 而 7 在 点 # 与 荆 相 
切 (图 1.9) ,在 这 种 情形 , 我 们 在 7 上 任 取 一 点 % 它 充分 接近 点 
通过 点 z 引 一 条 任意 曲线 名 它 同 卫 相交 于 某 一 点 如 点 萎 充分 所 
近 点 为 且 多 与 五 不 在 点 世相 切 。 曲 埃 儿 总 是 能 够 取 到 的 ， 使 
得 驼 长 性 和 z 同时 充分 地 小 我们 先 应 用 上 面 关 于 沿 非 切线 途径 
2 


时 极限 存在 的 证 明 ， 然 后 利用 极限 值 的 连续 性 质 ， 就 可 以 推出 
| 的 一 要 的 | 可 | 本 办 一 到 (的 | 都 能 
是 够 池 小 ， 从 而 
| 于 人 -到 的 | 和 
AC 一 于] 罗 (的 一 到 的 | 
也 可 以 足够 小 。 这 样 , 引 理 .2 前 结论 实 
际 上 当 点 s 滑 任 何 途 径 趋 于 二 上 点 上 时 
都 是 成 立 的 。 ”1 
现在 来 研究 Cauchy 型 积分 


GO- 2 2 Wr 


在 积分 路 径 五 附近 的 性 态 , 这 里 写 是 光 竹 有 向 册 次 ( 并 和 或 隔 的 )。 

定理 1.1 假设 密度 函数 po(r) 在 五 的 某 一 部 分 上 满足 也 ilqder 
条 件 , 则 COauehy 型 积分 BC%) 可 以 从 五 的 左 侧 或 者 右 侧 连续 拓展 
到 这 个 部 分 上 ， 但 使 p( (办 关 0 的 端点 可 能 除外 。 

首先 我 们 指出 设 需 要 研究 的 是 函数 (2) 在 荆 的 某 一 部 分 
了 To 附近 的 性 态 , 则 可 将 6(2) 分 为 两 个 积分 环 (信和 更 (信之 和 ; 其 
中 积分 5.(2) 的 积分 路 色 是 荆 上 含有 I 的 某 个 部 分 积分 
Bs(2) 的 积分 路 径 是 荆 上 除 掉 万 的 其 余部 分 Da， 于 是 函数 a2) 
在 Io 附近 以 及 在 Fo 上 就 是 解析 的 ， 从 而 问题 归结 为 只 须 研 究 函 
数 FB) 即 可 。 因 之 ,在 下 面 , 为 了 证 明 本 定理 ， 只 须 在 工 为 光滑 
开 日 弧 , 并 且 plz) 在 工 上 满足 Ha5lder 条 件 的 假设 下 进行 就 可 以 
了 。 

现在 来 对 工 为 光滑 开口 弧 02(a 为 始点 ,5 为 终点 ) 而 p(r) 在 


工 上 满足 H6lder 条 件 的 情形 下 证 明 本 定理 。 我 们 有 
pl7) 
Bl) 5 五 一 2 dr 


( 2 p00 Po < 
高 [ 0 at 鸣 [ 


wo ,2 2 .17) 


多 一 @’ 


。 L9 。 


其 中 (是 在 引 理 工 .2 中 已 讨论 过 的 函数 , 而 对 数 函 数 ln < 二- 
理解 为 在 沿 着 也 一 98 割 开 的 平面 内 解析 ， 在 无 穷 远 点 取 值 零 的 一 
个 分 支 。 设 点 经 厂 它 不 是 厂 的 端点 。 当 点 。 沿 按 引 理工 .2 中 所 
说 的 任何 路 径 从 五 前 左 侧 或 者 右 便 趋 于 点 时 ， 函 数 罗 (3) 一 至 
地 趋 于 确定 的 极限 ， 而 (1.17) 式 右 庙 第 二 项 也 一 致 地 趋 于 确定 的 
极限 。 因 之 由 引 理 1.1, 函数 多 (2) 可 以 从 工 的 左 侧 或 者 右 侧 连 续 
-拓展 到 荆 上 任意 一 个 不 是 其 端点 的 点 了 上。 

如 果 在 端点 a 或 5 处 , pb) 一 0, 那 末 函 数 6(@) 也 可 以 连续 折 
展 到 点 4a 或 5 处。 事实 上 , 只 须 把 弧 工 -43 在 端点 a 或 5 处 往外 
稍稍 延伸 , 例如 把 荆 在 对 应 的 端点 处 的 切线 段 接 在 荆 上 ， 就 可 以 
把 工 往外 延伸 了 , 这 时 在 延 体 的 部 分 上 令 gl 一 0, 于 是 点 a 或 5 
显然 不 是 这 样 所 得 到 的 新 弧 的 端点 , 而 且 函 数 g(7) 在 新 弧 上 也 满 
足 H6lder 条 件 。 然 后 我 人 把 上 面 的 结果 应 用 到 这 样 的 新 弧 上 就 
可 以 了 。 定 理 1.1 证 毕 

现在 在 式 人 LT) 中 取 当 点 = 从 二 的 友 出 或 者 右 鱼 趋 于 点 
zE 工 时 的 极限 ,得 到 


B+(#) = = = 2 ar 


t tb 0 ， 
1 ta’ (1.18) 


5 的 -区 | 2 2 人 gr 


TT—t 


p(t) 一 0 
十 2 mn ft ?6 ， 


第 一 个 等 式 是 显然 的 ， 因 为 在 前 面 已 定义 了 ln 9. 是 函数 
+ 至 于 第 二 个 等 式 也 
是 易于 推出 的 ， 因 为 当 点 2 从 工 的 左 侧 例 如 逆 时 外 方向 绕 过 端点 
< 而 转 到 工 的 右 侧 时 , 端点“ 就 包含 在 回转 路 径 之 内 了 ,于 是 ， 函 
数 ln(z-- 四 得 到 增 量 ami 而 函数 In(s 一 2 仍然 同 到 原来 的 值 ,从 
ee 20 。 


而 函数 jn -二 如 从 荆 的 右 侧 在 点 ;所 取 到 的 边界 信 为 In 了 


一 2n6, 因 之 以 .18) 的 第 二 式 成 立 。 

公式 (1.18) 只 能 直接 应 用 于 当 工 为 一 条 简单 开口 弧 的 情形 ， 
它 不 甚 方便。 如果 利 用 Cauchy 积分 主 值 来 讨论 , 那 来 这 些 公式 可 
以 改写 为 极 简便 的 形式 ， 而 且 可 以 适用 于 任何 光 少 积 分 曲线 的 情 
形 。 注 意 到 公式 (1.8), 给 出 Cauchy 型 积分 下 Ge) 的 边界 值 的 公式 
(1.18) 显 然 可 以 改写 为 


B+) =p(D + 


-PO + By),® 2 dr 


B-() =——3 P+B) (1.19) 


一 -9 + 二 | 2 dz, 


2rg Jp vt 
这 里 在 右 端 中 出 现 的 积分 要 理解 为 积分 主 值 。 
现在 容易 看 出 , 公式 (1 .19) 对 任意 的 光滑 曲线 工 都 是 有 效 的 ， 
只 要 点 1 不 是 荆 上 使 gp(#) #0 的 端点 , 且 p(7z) 在 点 二 的 邻 域内 满 
足 H6lder 条 件 就 可 以 了 。 事实 上 ， 我 们 只 要 把 0auehy 型 积分 
D(z) 分 成 两 个 积分 之 和 Cz) = (0 十 Bs(g)， 这 里 的 第 一 个 积分 
人 B1(z) 的 积分 路 径 是 上 包含 点 # 在 其 内 部 的 任何 一 段 光滑 开口 
弧 吧 , 而 第 二 个 积分 到 (2) 的 积分 路 径 是 研 的 其 余部 分 。[ 对 函数 
$1(z) 应 用 公式 (1 .19)， 又 因为 点 二 不 在 第 二 个 积分 Bs(2) 的 积分 
路 径 上 , 因而 有 
Gi 8) = Bz (一 0), 
这 样 一 来 , 我 们 就 证 明了 ， : | 
定理 1.8% (CoxoxEn 半 -Pleme]j) 设 L 是 有 向 光滑 曲 线 ， 点 
iELIL 不 是 荆 上 使 8( 和 ) 关 0 的 端点 ， 通 数 p(T) 在 点 所 的 附近 满足 
了 H6lder 条 件 , 则 对 Qauchy 型 积分 1 本 
$= E22 ss); 3 


» 21 » 


有 以 下 边界 鸽 公式 成 立 : , 
O10) 1 gD +0 
TO- TED 《1.20) 


其 中 全 (DD 一 1 pe 2 2) 5 dv 理解 为 积分 主人 


人 式 (1.20) 通 可以 守 庆 与 等 价 的 形式 
Gt) — B70) =9p(t), 


G+ (1) +B-() -2 or) dz, (1.21) 


这 些 公 \ 式 ， 往 后 经 常 要 用 到 。 

公式 (1.20) 首 先 由 I0. B. coxonssi 在 很 特殊 的 情况 下 得 到 
的 ， 其 后 ， J. Plemelj 在 一 般 情 形 下 重新 证 明了 这 个 公式 。 因而 称 
公式 (1.20) 或 与 其 等 价 的 公式 (1.21) 为 Coxong 工 -Plemelj 公 。 
式 。 

下 面 讨论 Cauchy 型 积分 6(g 揭 导 函 数 在 积分 路 径 附 近 的 性 
> 并 进一步 导出 $(%) 同 + (或 ~ () 的 差 的 估计 式 ， 这 个 估计 
式 在 后 面 要 用 到 。 “ ，.， 

Cauchy 型 积分 DB(e) 的 导 本 数 
?0 pea 
其 中 p(w) 是 满足 条 牢 互 (的 函数 。 . 息 设 点 ier, 它 距 肝 线 L 的 
最 近 端点 的 距离 不 小 于 菜 个 取 定 了 的 正 数 她。 用 Bo= Ro(o) 表 
示 曲 线 工 对 应 于 取 定 了 的 基 一 锐角 ow 的 标准 半径 , 并 设 p 是 适合 
条 件 p<Ro.p< 有 B 的 任意 正常 数 ( 如 果 工 是 闲 围 道 ， 就 没有 第 二 个 
条 件 )。 又 假设 5=|t~z| <p， 并 且 线 段 训 与 五 在 点 # 处 的 切 线 
所 夹 的 非 钝 角 不 小 于 某 个 固定 量 po>am。 在 这 些 假 设 下 ， 有 以 下 
佑 计 式 成 立 ， 


[BD'() | <081, 当 <1 时 ; 
|$"(e) | <O11n8], 当 %=1 时, 


其 中 0 为 正常 数 , 在 后 一 估计 式 中 假定 8 为 充分 小 的 正 数 。 
事实 上 , 以 点 二 为 中 心 , Bo 为 半径 作 回 周 To, 用 1- 98 表示 三 
上 包含 在 To 内 部 的 部 分 ,于 是 , 可 以 把 @ (分 为 再 个 积分 之 和 ; 
D2) = Vi) + Val2), . 
其 中 第 一 个 积分 罗 1(z) 的 积分 路 径 是 1 第 二 个 罗 sCz) 是 展 布 在 
也 一 ! 上 的 积分 。 显然 ， 函 数 轨 s(z) 对 所 讨论 的 那些 值 是 有 界 
的 , 因此 只 须 讨论 积分 


Wi (2) -|, 2 gr 


(一 2 的 2 了 工 
-到 | 2 和 Cd: (二 bY 


(TY 一 Eg 
右 端 第 二 项 依据 对 点 * 的 信和 所 入 人 而 和 和 它 是 有 界 的 。 ， 考 
虑 第 一 项 。 记 Y= | 一 引 , 按 假设 , 有 
as| 生 了 dr|，|p(C) 一 p(D LZ Am 
又 若 记 9 是 向 量 刀 和 订 之 间 所 夹 的 角 ， 且 设 
0， 车 0< 信 ， 
| 入 
"0, 车 09> 委 。 加 ， 
于 是 ， 由 俱 玉 定理, 得 于 
| 一 4|3 一 72 十 382 一 278oosg | 本 
>7 ?+0 —2r8008%w ... 
> 二 2rdeowe 
= (r—68¢0s wo)?+6?gin? cwo, 
其 中 wo= Bo— oo 为 固定 值 。 于 是 


_ pp) ， 
1 | | 去 va) oo| 
各 r*|ar| 
5 (7 — O0080@0) 2 十 Sin2coo 
Am (™ rdr 
< wm 全 | (7 — 60080w0) 十 8s8inscoo ° 
当 和 < 工时 , 对 上 式 右 端 积 分 作 变 基 优 换 * 一 3w 得 


全 23 [3 


各 一 i wu* Ady. 1 
了 区 or .08-1 
:< 5 ,二 Cos 00) 十 Sin -co 08 


其 中 0 是 正常 数 。 当 一 1 时 ， 可 以 算 攻 前 一 式 右 端的 积分 为 一 
有 限 形式 ， 并 且 可 以 导出 估计 式 1TL<Olln3l。 从 而 结论 得 证 。 

现在 ， 在 通过 点 #E 卫 又 与 点 了 二 处 切线 所 夹 的 非 钝 角 不 小 于 
Bo 的 直线 上 任 取 商 点 名 和 %s, 且 假定 这 两 点 位 在 工 的 同一 侧 ， 于 
.是 . 


Dgs) — B81) -| 人 gz， 


这 里 认为 积分 是 展 布 在 直线 wzs 上 的 。 以 81 和 6; 分别 表 示 点 各 和 
2 到 上 了 的 下 离 。 利用 上 宙 已 经 得 到 的 信 计 式 ， 就 可 以 得 由 当 
X< 工 时 , 有 


lz -col<- 全 |88- Bt] Ool8, 一 2 


oa Ea 
Co 为 正常 数 ; 当 和 = 工时 , 类似 地 有 
[外 (so) — B20) | S060)" = O02— gl!™", . 
其 中 8 为 任意 取 定 的 正 数 。 
最 后 , 我 们 用 * 表示 zs, 用 5 代替 3* 并 且 假 设 点 -24E 了 又 

认为 点 z 位 于 工 的 左 便 , 于 是 得 到 

| 更 (一 本 人 | 入 Col* 一 让 (Al1H); 

[GO B+) |<00ls—te ( 当 X=1 时 )。 
对 于 位 在 工 右 侧 的 x, 有 完全 类 似 的 估计 式 成 立 。 


$4 Cauchy 型 积分 边界 值 的 连续 性 


设 荆 是 光滑 曲线 ，p(?) 是 定义 在 荆 上 且 在 工 的 某 一 部 分 
上 满足 吾 5ldaer 条 件 的 函数 。 我 们 已 经 证 明了 函数 


__ 9(7) J 
Ol 2 


可 以 从 工 的 左 侧 及 右 侧 连续 拓展 到 荆 上 ， 但 上 的 使 p20 
a 324 。 


的 端点 要 除外 ， 于 是 边界 值 函 数 B+( 引 和 -人 是 点 的 在 I 上 
除 便 2 的 关 0 的 端点 外 处 处 为 连续 的 函数 。 对 于 这 些 边 界 值 , 还 可 

i 出 更 为 一 般 的 结论 , 它 是 居于 J. Pleme]lj 和 HH. H. Jpznarfop 
的 。 . 

定理 1.3 (Plemelj-IIpnpai0B) 设 洱 数 9g(T) 在 上 满足 疝 
数 为 入 (0< 之 和 <1) 的 条 件 且 (%)， 则 边界 值 溃 数 人 三 +( 胃 和 西 -( 在 
L' 上 除去 使 p( 拉 大 0 的 端点 的 任意 小 的 领域 外， 满足 

二 (人 ~ Bt (fo) |<ON tl*, 若 和 <1; 

[B41) ~— Bi) | OI ,车 入 =1, 
其 中 三 如 是 世上 的 任意 两 点 ,O 是 家 个 正常 数 ，8 是 任意 小 的 下 
数 。 

在 证 明 此 定理 时 , 只 须 考察 工 仅 由 一 条 光滑 开口 弧 2 组 成， 
且 二 与 荆 重合 的 情形 。 此 外 ， 如 果 在 工 的 某 个 端点 6 处 p(0) 一 
0， 总 可 以 延伸 工 到 c 点 之 外 , 例如 用 点 e 处 的 切线 段 进行 延伸 ， 
并 且 在 延伸 的 部 分 上 令 p( 内 =0。 这 样 ， 就 归结 为 e 点 不 是 朋 线 
工 的 端点 的 情形 了 。 因 此 , 在 证 明 此 定理 时 , 我 们 只 须 限于 讨论 离 
开端 点 有 一 定 距 离 的 点 就 够 了 。 、 

设 L'=o" 是 颖 了 = =a 的 任意 一 部 分 ， 且 ZL 的 端点 
a 2 ”与 也 的 端点 c. 相距 一 个 有 限 距 离 。 

由 公式 人 .20)， 和 


B+() = 土地 (+ ee 2 dr 


二 于 or pn) - p(t) 
-+ $+s|, 5 人 


(1.22) 


| p(t) dz 
二 25rb Jr Tt 


上 式 等 号 两 端 应 同时 到 上 面 的 “十 "号 或 者 下 面 的 “一 ”号 。 上 列 等 
式 右 端 第 一 、 三 项 在 二 上 显然 都 满足 条 件 卫 0) ,因为 从 过 .9j 式 
或 者 (4.12) 式 知道 


对 数 函 数 取 确 定 的 支 。 剩 下 来 只 要 证 明 函 数 


DD) = dr 


在 I 上 满足 (1.22) 就 可 以 了 。 

在 二 上任 取 点 五 . 因 用 ss sa 分 别 表示 点 + 妇 . 嫩 所 对 地 的 
弧 举 标 , 并 记 妈 一 右 一 已 5 一 5 一 0。 不 妨 认 为 o>0, 并 且 20 不 超 
过 点 6.2” 分别 到 点 4.8 的 距离 。 

有 Vt) 一 DH) Vb) V(th) 
-1 ,= 一 0( 和 十 用 


270 T—t—h 
_ 9(7)—9(t) je 
T—t1 


在 荆 上 截取 一 自 弧 , 它 是 以 点 友 为 中 心 ， 在 其 两 侧 各 截取 长 度 等 
于 20 的 红 纹 和 ji 而 得 到 的 ， 记 为 1= 结 : 扩 , 以 荆 -1 表 示 工 的 
其 余部 分 。 于 是 可 写 
D+h) DH) = Tt+L, 
其 中 I 是 沿 了 的 积分 ,了 是 展 布 在 工 ~1 上 的 积分 。 
按 假设 , 函数 p(z) 在 工 上 适合 条 件 且 ( 和 加， 即 对 工 上 任意 两 
点 所 .加 有 下 式 成 立 ， | 


[p(s) 一 gp( 生 )| 志 4 本 丰 | (1.28) 
”4 是 正常 数 ， 于 是 有 
__ CAD nd A 2 RAC el A GVA 
1 pa yy 7 一 丰 上 "| 


< 六 生计 lz 一 Last ia 上 
注意 到 式 岂 .16) 对 了 上 任意 两 点 友 . 加 , 恒 有 
0<h<-e-| 1, (1.16) 
~ Eee ， 
加 是 常数 ;所 以 有 z 
81+20 
nls ss-ogr sal | 
<Ber < Ooh)’, 


其 中 46、B, 和 Oo 都 是 正常 数 。 
和 。 我 们 把 工 写 成 


I= 也 | {2 . v7) pt) 1a, 
Dd 5- T—ti—h T—ti J 
-1 | {2 _ PT) Pth Jar 
2ord JL-! 玫 一 在 一 户 了 一 加 
+_1 {2 2 pla 
2n% Jr Titi 一刀 
一 1 十 Te。 


I.—-+ | PED) -pth 0 


27% -1 了 7 一 友 


1 AN = 太一 如 
= Hg LP ) (A -DJ(n = 2 和) 


右 端 圆 括号 内 的 函数 当 点 志 在 绝 人 上 变动 时 是 有 界 的 , 因 之 
[1s| 过 Ca 
这 里 Ca 为 正常 数 。 对 于 积分 ,有 


1 1 1 
n= 3s), [em 一 hh Ti dr 
=- 到 了 | PT) P+ 
2 jz (TF—ti—h)(r— ty 


因此 , 利用 (1.16) 和 (I.23), 得 到 
1 一 | Ads 
iTi|< 2 | 1s 一 5 1 一 9 一 
和 | cs 
四 sl | 3 一 3 一 5 
| S 一 31 


1-h oO 


但 是 
fs 一 St 一 C C 
| 8$ 一 Si is—s| ” 


又 由 于 弧 段 1 的 取 法 , 且 点 5€EL 上 1, 因 而 |s 一 5 之 20, 所 以 


SS—S1—0 1 
-一 ~- | 人 一 
| S 一 81 . [> 到 


1- 


这 样 , 就 有 


ds 
<K A。 ~- 一 -一 
[4 人 


SS 一 320 a 
-4 


3 Cs 
+ 《S 一 St)2 | 
其 中 so 与 g 分 别 是 弧 卫 一 弛 的 端点 w 与 5 的 弧 坐 标 ，4s 为 正常 


数 。 直 接 计 算 上 式 右 端的 两 个 积分 , 即 得 
1 和 Bap 其 和 < 十 


[Ti|<0s VIL 


I 


其 中 Bs、Os 都 是 正常 数 。 

这 样 一 来 ,不等式 (以 .23) 得 证 。 

由 此 Plemelj-IIpaB&i0B 定理 以 及 C0oxouRh 半 ~Plemelj 公式 
导 .20) 或 代 .21)》, 易于 得 出 ， 

推论 1 (Gauchy 积分 主 值 的 连续 性 质 ) 车 函 教 V(z) 在 区 
滑 曲线 了 的 某 一 部 分 刀 上 满足 条 件 及 人), 则 函数 


B= | 2 or 


LT—+t 
-在 也 g(t) 天 0 的 六 点 的 任意 小 的 人 域外 ， 满足 条 件 
妞 ( 这 
入， 当 入 <1 时; 
or 人 t 妆 和 = 工时 ， 
2 为 任意 小 的 正 数 。 | 
推论 名 设 荆 为 有 向 光滑 曲线 , T 了 为 菜 个 有 界 集 ，L 是 工 的 
茶 个 部 分 ， 它 与 五 没 有 公共 端点 ， 假 设 阴 数 9(m 介 对 变量 YE 也 
及 参数 【E 四 满足 了 ider 条 件 , 则 函数 
5 人 4 六 = 过 -| Ea 
当 tEZ 《LET 时 对 两 个 变量 tL 满足 Hder 条 件 。 | 
当 参 数 5&ET 轩 定时， 函数 G6) 关于 变量 tiE 太 满足 


。 328 。 


Holder 条 御 就 是 推论 工 的 结果 。 内 号 只 须 证 明 ， 当 点 4 到 国定 
时 , 函数 BG，《) 关于 变量 LET 潢 尼 Holder 条 件 就 可 以 了 。 不 
失 一 般 狂 ,可 以 认为 工 是 一 条 篇 单 的 光滑 开口 缴 ad, 
设 .Ls 是 集 了 了 中 的 任意 两 个 值 , 有 
BL) BH, La) = js), pT, L1)— Pr, Co) daz 


Tt 
.1 EA Ci 一 (下 61)]— [pr, Ca) ~— 9(t, La)] dz 
270 T—t 
- ph, C1)— PH. Ca) gz 
| Tt 由 


当 4E 了 五 国定 时 ， 上 式 右 问 第 二 项 的 积分 为 有 限 值 ， 其 绝对 值 不 
起 过 了 ji 一 6 ”了 为 正常 数 ，> 为 函数 pp 人 2) 关于 参数 和 的 
Holder 指数 。 剩 下 来 , 要 浓 虚 的 是 第 一 项 积分 

了 二 zr), [pr ED -po0, ED [pl 全 一 PG £9)] gs 

2 T—t 

设 久 点 经 五 为 中 心 在 了 上 巷 玛 长 度 等 于 = 15 一 各 | 前 一 
段 弧 5 只 要 了 中 的 任意 两 值 Cr、 cs 充分 地 接近 ， 总 能 使 弧 了 整个 
落 在 工 内 。 我 们 把 积分 工分 成 两 个 积分 五 和 五 之 和 , 其 中 二 的 
及! 分 路 径 是 1， 而 三 是 展 布 在 卫 -! 了 的 积分 。 按 假设 ， 当 &1ET 
(=1 2 固定 时 ,对 于 三 上 的 任意 两 点 大 7 有 

jp(m 的 一 0 的 1<Bizr- 引 ”07=1 2), 

BB 为 正常 数 ， 0 二 4<1。 记 点 tz 的 弧 坐 标 分 别 为 so.s， 于 是 利用 
(1.16) 式 , 得 到 


Dis ao 太 


js 一 so so-o |S 一 So 
Oor=O) Ll Cs’, 
其 中 .Oi 均 为 正常 数 。 再 来 估计 
Ta- 1 | pT, L) p(T, Cs) dy 
2 Ll T—t 
_ g(t, ED 一 P( | CT 
Dro Ll T—#? 


布 端 第 二 项 的 绝对 值 不 超过 Bi| Li 一 Lo1”，Bi 为 正常 数 ， 而 第 一 项 
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的 绝对 值 不 大 于 


Be 下 有 全 二 
So ts 二 也 Da 
+ S 一 So < Bal e | mn © 
一 过 到 = 可， 


其 中 Bs、Bs、B; 丝 为 正常 数 ,86.5 分 别 是 荆 的 端点 a、? 的 弧 坐 标 。 
从 而 结论 得 证 。 
上 述 结果 可 以 推广 到 密度 函数 9 依赖 于 几 个 参数 的 情形 。 
特别 是 , 考察 积分 
gl, t) 
S$ = pp T—#t ez， 


其 中 工 为 光滑 曲线 ， 密 度 函 数 plz, 办 在 工 的 某 个 部 分 厂 (与 
工 没 有 公共 端点 ) 上 对 两 个 变量 z.1€E 工 满足 Hlder 条 件 , 则 函数 
多 中 在 上 也 满足 HOlder 条 件 。 这 个 结论 后 面 要 用 到 。 


$5 累 次 奇异 积分 的 积分 次 序 交 换 公式 


累 次 奇异 积分 的 积分 次 序 , 一 般 来 说 是 , 交换 次 序 前 后 的 重 积 
分 值 是 不 同 的 。 这 一 节 就 是 要 研究 这 个 问题 。 

在 考察 累 次 奇异 积分 的 积分 次 序 交换 问题 之 前 ， 先 考察 一 种 
简单 情形 , 即 累 次 积分 中 只 有 一 个 积分 是 奇异 的 , 而 另 一 个 是 通常 
积分 的 情形 。 

设 荆 是 光滑 曲线 , 2 是 某 个 集合 , 考虑 累 次 积 儿 

To) -| ao 人 rr， Sas] Pl, 2 dz EZ, (1.24) 
Zi 一 
并 考虑 交换 积分 次 序 后 所 得 到 的 函数 
和 oz WPT mh) 1 
om HO TY qr, GE 2 

引 理 1.3 设 函 数 go(wm ti) 对 两 个 变量 EJ, m1E 工 清 足 
了 6lder 条 件 ，cw《z，2) 对 每 个 固定 值 YE 和， 关于 变量 了 E 厂 满足 
*« 30 。 ” 


: 卫 61lder 条 件 , 则 累 次 积分 人 .24) 克 主 积 分 次 序 交 换 ， 即 
| (mi adz| Pm rz dz = Lim), Oo, DP, Tt) 


Ti— TI—7 

、 (1.25) 

为 了 证 明 这 个 引 理 , 我 们 把 积分 C8) 中 关于 变量 去 的 积分 分 

为 两 个 部 分 : 在 从 荆 上 被 以 点 寞 ==7z 为 中 心 ,半径 为 5 的 加 周 所 蕉 

下 来 的 缴 % 上 的 积分 以 及 展 布 在 工 7 了 上 的 积分 。 对 于 积分 了 (s) 

中 关于 变量 Y 的 积分 , 与 上 相仿 取 以 点 ?= 为 中 心 、5 为 半径 的 

回 周 裁 下 工 上 的 弧 1 而 分 成 展 布 在 1 上 的 积分 与 展 布 在 -7 上 
的 积分 之 和 。 


记 T(2) =1o(z) +I,(»), 
这 里 To(g) -| of(T， Dar| PTT) dr， 
五 LL- Ti 


Ts(%) -| w(t, gar ,2 dt1, 
类 似 地 , 把 了 人 e) 分 成 
Te) = 7 0(2) -7 (2), 


其 中 foe) -| a |, fr op 人 nm) pr zj) dm， 
五 一 Ti 


1,(2) -| am | | 2 er PT, TL) Cr 
a TI 一 人 
在 累 次 积分 To(z) 和 7 外 中 ,所 有 的 积分 都 是 通常 意义 的 ; 因 
此 , 积分 次 序 的 交换 是 允许 的 , 即 有 
ok) 一 -1 of2)。 
事实 上 ， 不 妨 认为 卫 = 是 一 条 简单 的 光滑 弧 , 为 直观 起 见 , 用 从 
端点 4& 量 起 的 弧 坐 标 s、si 来 确定 弧 荆 上 的 点 zw 的 位 置 ， 于 是 
0 和 s 二 | 也 ，0 和 si 和 | 了 | ,这 里 | 厂 | 表示 弧 工 的 长 度 。 把 s 和 & 视 
为 辅助 平面 Css: 上 的 直角 坐标 ， 点 Cs， si) 在 这 个 平面 上 变动 的 区 
域 是 边 长 为 ] 卫 | 的 正方 形 Q。 以 9 表示 用 直线 s=s 寺 8 从 @ 中 制 
a 9) ,于 是 Tos) 和 了 (2) 的 积分 区 域 都 是 8--g) 从 
它们 两 者 相等 。 


31l。 


图 1.10 


于 是 有 
[TC ~ |= 1D -Te |< Le)|+ LL; 
现在 着 手 估 计 后 面 两 个 积分 JCe) 和 (2); 
把 累 次 积分 (2) 中 的 内 积分 写 为 
| PT, TD) gs -| pr, TDP TD) gm, 
， J 


TZ1 一 它 Ti—T 


十 Pr， | -下 Di 本 


右 端 第 一 个 积分 在 前 面 已 讨论 过 ， 对 于 事先 给 定 的 任意 小 的 正 数 
s) 只 要 5 适当 地 小 , 就 有 
PDT, D1) POT, T) zi | 
中 dr 1 <， 


21 一 人 


这 里 到 了 mex|],o(e,，0r |， 而 对 二 第 二 个 积分 ,以 ee" 天 


示 强 7 的 两 个 端点 ( 见 图 1.10), 就 有 ” 
dri 
- ?1 YL 一 人 
这 里 的 w 是 艾 Yz 和 ”的 夹 角 。 当 3 充分 小 时 ， 由 于 曲线 了 的 
光滑 性 , 这 个 角 可 以 任意 地 小 , 因 之 , 可 以 得 到 估计 式 
dvi 
i 21 一 化 


一 go : 


< 


| Pl, 7) 
这 样 ,就 得 出 


[TC2) | <2 wT, dr | < 乙 二 。 


a1 | 2° 


ea 32 。 


完全 类 似 地 , 可 以 得 出 下 列 估 计 式 
| 2s(2) | 二 二。 
这 样 就 有 _ 
IIG) — IL) |<e, 
但 另 一 方面 , 其 了 (2) 一 了 (显然 与 量 5 无关 , 因 之 
T() -工人 ) 一 0。 
这 就 是 所 要 证 明 的 公式 (1.25)， 
现在 转 到 累 次 积分 中 每 个 单 积分 都 是 奇异 积分 的 情形 , 这 时 ， 
积分 的 次 序 是 重要 的 ， 就 是 说 积分 次 序 不 能 再 交换 了 。 有 有 下 面 的 
定理 
定理 1.4(Poincar6-Berirand) 设 荆 是 光滑 上 曲线, 阵 数 2fm， 
吕 ) 关 于 两 个 赤 量 GeaE 厂 满足 Talder 条 件 , 则 对 于 了 上 除去 
其 端点 外 的 所 有 的 点 如 有 下 式 成 主 ， 
1 | dr 1 「 Pr, zi) qr, 


ML Tt med TIT . 
一 pb t) + 二 | dz, (1.26) 
或 者 写成 
rs es 
We rac 人 区 


累 次 奇异 积分 的 积分 次 序 交换 公式 (1.26) 或 者 (1.27) 首 先是 
由 吾 . Poinoaré 得 到 的 ， 其 后 又 由 G. Berirand 在 一 般 情 形 下 给 
出 了 证 明 。 通 常 就 称 这 些 公式 为 Poincar6-Bertrand 换 序 公式 。 


下 面 证 明 公式 《1.26); 记 
I(#) = 1 dv PT v1) dm， 


| 


宁 人 二 WD, 71) 
LO 5 去 |, (7T—t) (Tt1—7) 


亢 二 直 人 和 从 次 同 这] 人 信条 的。 计 实 上 
第 一 个 积分 了 (中 , 记 


ea 33 。 


xz@= 忘 ,eS ga 
撤 上 上 节 记 述 , 它 满足 了 5lder 条 人 因此 
10) = 一 Zr) gs 
wo jr Tt 
在 Cauehy 主 值 意义 下 存在 ; 在 和 二 个 积分 了 (GD 中， 分解 
i 1 1 ] 
CD) mi jt ) (4.28) 
记 ob = 十 | 2 03) 1 
就 有 7G- 工 a -ote ys 
L T1— 
按 上 节 亡 述 , 函数 o(5，z) 关 于 变量 满足 H5lder 条 件 , 因此 , 积 
分 了 GO) 在 通常 意义 下 是 存在 的 。 


两 个 累 次 积分 I() 和 了 (2) 仅 是 积分 的 次 序 不 同 ， 但 是 它们 并 
不 相等 。 将 这 两 个 积分 中 的 变量 了 二 代 以 zg， 和 且 设 > 在 全 平面 内 变 
动 , 就 得 到 变量 2 的 两 个 函数 
I(#)= 二 ar 工 ( ov, D1) . dr 


Loi—e adr Ti1— 人 TT 
_1 i PT, T1) 
1@- 识 ], 避 下 czar reer 
对 所 有 不 在 荆 寺 的 点 根据 引 理 1.3, 积分 次 序 可 交换 , 即 有 
TO =7(), s¢L, (1.29) 


淆 数 1(z) 是 Cauchy 型 积分 


I -| 全 ur 


下 密度 开 数 X07) = 玄 侍 es Ce mn om 满足 Tiger 条 条 件 , 因此， 


函数 工人) 的 边界 从 T+(£) 了 一 (部 在 在 ， 这 这 里 EI 不 戌 荆 约 端 
点 , 从 而 由 公式 代 .21) 得 、 


TO = 于 [全 十 五 的 ]， 


3。 


其 中 了 (一 十 | 站 gz, 直 (1.29), 又 可 得 出， 


工人 -本 [+ 人 的 TO (1.80) 
仿生 人 下 他 ne j 
NN 1 v1 2 v3) 9g, 71) 71) 
TC) i ms 上 名 dr 中 T—T1 dz] 


因此 , 函数 7 (2) 是 以 多 (ro 人 为 密度 的 Cauchy 型 积分 ， 密 度 依 束 
于 参数 2。 | 
记 示 ?zy 四 和 和 办 力 是 画 数 册 (co 人 当 点 z 分 别人 荆 的 
左 例 和 右 饥 扑 于 荆 上 点 +( 它 不 是 工 的 端点 ) 时 的 极限 。 由 于 函数 
g(t, V1) 满足 Holder 条 件 ， 因 此 ， 利 用 Coxoukmi-Plemelj 公式 
(1.21), 有 
Vn, oy 2p w), 


> 
+ D+ d=-) LE 
yry DT (vy 有 mj dr 


-总 | PLT, T1) dy (1.32) 


Mer TT—ti 
-2 人 pr TD 
《rz 一 二 7) 可 7 
现在 来 计算 入 的 和 人 人。 将 代 .31) 式 中 的 密度 函数 由 (el 
2) 写 为 
让 Coy 0) 二 v1 提 十 st (点 z 在 上 的 左 侧 ); 
(ct 三 六 (vo 习 士 ( 点 z 在 工 的 右 侧 )， 
其 中 8 和 8 当 点 z 分 别 从 工 的 左 俩 和 右 侧 趋 于 点 4 万 时 缘 趋 
于 和 零 。 于 是 , 当 点 * 位 于 万 的 左 重 时 , 把 了 (Go) 写 成 
T=- Dan -2 


L Tig mo Ts re 
令 点 z 从 工 的 左 录 | 于 太 tE 荆 ,根据 上 节 的 结果 , 由?(wy 念 满 足 


e。 35 « 


互 ilder 条 件 , 对 上 式 右 端 第 一 个 积分 应 用 CoxoTEHH-Elemel 公式 
(I.20), 得 到 


Tr) = 5 二 | Cv, t) dss 


TI 一 上 
tim 识 ], oe, 
如 果 , 我 们 能 够 证 明 
lim | 0 
就 有 
T+0) = t+ 机 ed (4.33) 
现在 要 证 明 


[se _ 
ext MOJLI Ti 一 多 
以 点 iE 工 为 中 心 , 标准 半径 Bo 为 半径 作 圆 ， 从 工 上 裁 下 标 
准 弧 7, 于 是 有 
8 Et 8+ 
| 人 1 一 区 or-| 1 一 人 Ca | 人 1 一 区 dr 
不 妨 假设 点 z 位 在 以 点 # 为 中 心 、 -3 为 半径 的 圆 内 ; 由 $3 的 末 
昆 的 结果 , 有 


CT 一 0。 


18f| 一 上 (ca 人 一 时 (ru |<O8, 
其 中 C 是 与 点 的 位 置 无 关 的 正常 数 ,3 一 | 一 引入 是 函数 gr， 
za) 关于 变量 * 的 H6lder 条 件 的 指数 (就 认为 过。 于 是 ， 当 
7T1€ 上 一 V1 时 ， 


| dm < 她 5- 1 087, 
IL-1 Ti 


这 里 | 工 -中 表示 曲线 段 荆 -7 的 长 度 。 这 样 ,积分 | -= 一 dvi 随 


41EL 而 (一 政 地 ) 趋 于 零 。 
再 估计 积分 | 书生 drs 


-36 。 


由 于 (网 83 来 的 几 段 论证 对 照 ) 
[71% (Oc0sw0) + Owing, 


其 中 rm 一 全 0<oo< 本 ,因此 


et | ~、 人 ee Cr 
| — dar, <B0°| -一 二 


1 一 名 0 Ar 一 5cosao)3 十 SSin2coo 


人 
= B83"[in| Cr —8coss) 十 VE Scoscwo) ”+ yin’ co Lo ; 


其 中 是正 常数 。 因 此 , 积分 | 过 一 dv 也 随 5->0 而 趋 于 有 夫 
完全 类 似 地 有 
T= D+ 1 ;| dn, (1.34) 


将 臣 (1.33) 和 (1.34) 代 入 式 (I.30), 训 得 出 
TO 一 到 [W(t -w(tb D)] 
(vy D+ 由 (vp 鸭 
+ yl, dn 


Ti—t 
再 注意 到 (1.32) 式 , 最 后 得 到 
NY 1 ， 1 pl, 1) 
工 ( 罗 一 0 全 D+ 二],dm 十 一 一 一 一 一 一 -dr 


jr (FT—t) (Ti—7) 

这 就 是 所 要 证 明 的 公式 (1.26)。 

下 面 以 一 个 计算 实例 说 明了 Poincaré-Bertrand 换 序 公式 
(4.26) 的 应 用 。 

设 工 是 闲 围 道 。 我 们 来 求 CQauehy 型 积分 

(DD) = 二 ,2 LA dr (1.98) 

的 道 , 即 要 用 积分 本 身 的 值 峭 (人 来 ef 算 窗 p(T)。 

在 (1.35) 式 丽 端 以 变量 代替 与 并 同 乘 以 二 二 ， 再 在 
工 上 积分 ,得 


Af vbr) og 1 {dr 去 | 7) 1 
UD To 
me L T1—# WESL Tt mo TF—t 


对 上 式 右 端的 积分 , 利用 公式 (4.26) 交 换 积分 次 序 , 得 


as。 39 ~ 


_- 工 (51) Cri 
0 JF Ti—t 


1 1 dr 
-0 可 [raw 二 [二 使- 订 


但 是 四 
| dvi __1 [ dv | dvi ] 
DZ (一 在 (一 三 ) 一 直上 7 一直 一 人 
一 -二 (Gr — énx) =0, 
因 之 有 . . 
p(t) -十 |, 于 dv, (1.36) 


这 就 是 奇异 积分 民 .35) 的 逆 。 
如 以 表示 奇异 积分 算 子 


_ 工 (2Cz) 
Bp- LT—t dr， 


了 是 单位 算 子 了 p=9, 则 关系 式 (1.35)、(1.36) 在 算 子 形式 下 可 以 


S"=1, 


二 章 “” 某 些 典型 边 值 问题 


D. Hilbert 在 研究 解析 函数 的 边 值 问题 时 ， 发现 了 具有 
Cauchy 核 的 奇异 积分 方程 ， 耳 . Poincaré 在 研究 海潮 的 数学 理论 
所 归结 出 来 的 边 值 问题 时 , 也 遇 到 了 奇异 积分 方程 。 在 本 章 中 , 着 
重 讨论 解析 函数 的 若干 典型 边 值 问题 , 得 到 其 解 的 表达 式 、 论 述 问 
题 的 可 解 性 条 件 等 等 ， 这 些 内 容 在 研究 Cauchy 核 奇异 积分 方程 : 
理论 利 解法 时 是 很 重要 的 。 


$1 若干 预备 知识 


让 出 复 变 函 数论 中 一 些 有 关 的 知识 ， 它 们 的 详情 
在 一 般 的 复 变 函 数 教 科 书 中 均 可 找到 。 

流 给 定 复 变 生 z 一 4 十 纪 的 函数 (2), 今 后 对 大 9) 理 解 为 通 党 
的 共 绒 函数 ,了 Cz) 是 从 (外 以 变量 z 代 震 z, 即 以 一 y 代替 9 而 得 
到 的 函数 ， 了 (8) 是 按 式 了 Cs) 一 f(z) 定义 的 函数 ,因而 有 J(z) = 


J(z)。 这 样 , 如 果 函 数 fC2) 由 级 数 形式 给 出 , f(z) 一 > cs2", 则 


Je) = So 六 fz )= Se ’ f (2) 一 Die, 


和 如果/ 的 = uw, Y) + ov(v, Y), 则 
Jo) 一 va 力 一 加 人 WD), 7 一 Mo， 一 女士 加 (2 一 幼 ， 
CD =u(%, 一 人 一 和 人 -Wo 
对 于 由 Cauchy 型 积分 给 出 的 函数 


__1 Peer ， 
fe) mt ,D2 ， 
9 1 nr 
则 有 Je 一 一 37 a f(2) = 85 Jr v2 


。，39 ，… 


7O-- 二 | 2 于. 


Db 本 一 多 

设 区 域 Dt 是 由 互 不 相交 的 有 限 条 交 清 闭 力道 了 …， 
Lm 所 围 的 连通 部 分 ， 六 把 所 有 其 他 的 闭 围 道 如 Ls，…，Ln 包 
含 在 其 内 部 ， 以 后 总 认为 原点 2=0 
位 于 区 域 D? 内 。 边界 Lo 如 果 不 存 
在 , 那 末 D? 就 是 一 个 无 界 区 域 , 它 
是 一 个 带 “ 洞 ”的 平面 。 以 工 表 示 
Ze Za， …，ao 的 全 体 ， 取 其 正方 
疝 为 恒 使 区 域 忆 "位 在 它 左 侧 的 方 
向 ， 以 D" 表示 区 域 D+ 十 荆 对 全 平 
面 的 补 集 ， 并 分 别 用 Ds, D7, …， 
Di 表示 由 边界 Lo， 芽 ，…，Ln 记 转 的 作为 D- 的 构成 部 分 的 区 
域 (如 图 2. 了 1。 如 困 Ls 不 存在 ， D5 也 就 不 复 存在 , 而 当 Lo 存在 
时 , D5 是 一 个 含有 无 穷 远 点 的 无 界 区 域 。 如 果品 =0, 区 域 D+ 就 
是 单 连通 区 域 , 否则 , 就 是 多 连通 域 ,一般 来 说 ， 区 域 D- 不 是 连通 
的 。 | 

设 函 数 je7y 在 区 域 刀 * 内 除 有 限 个 点 外 是 解析 的 ， 在 这 些 点 
处 有 极 , 把 js) 在 某 点 的 领域 内 展开 成 级 数 ; 

f (0) =0(2— 0)"+ onts (2— eo)" + (6 0)" fie) 

(so) 一 Ce 关 0， 


式 中 整数 % 称 为 函数 了 Cz) 在 点 % 的 阶 。 如 果 %>0, 则 函数 了 Cz) 在 
2 点 的 阶 就 是 它 的 零点 的 阶 , 此 时 , 点 zo 是 了 (2) 的 零点 。 若 mn-<0， 
则 函数 了 (%) 在 点 so 的 阶 就 是 它 的 极点 的 阶 ， 此 时 点 如 是 了 (9) 的 
极点 。 如 果 画 数 了 (2) 在 点 z% 的 阶 为 零 ， 在 二 下界 于 的 


有 限 从 。 在 考虑 无 穷 远 点 时 , 项 z 一 so 应 代为 二 , 且 称 函数 了 (2) 在 


无 穷 远 点 有 有 限 阶 。 
以 Np、Po 分 别 表示 冰 数 Jo) 在 区 域 及 内 的 零点 的 个 数 和 
极点 的 个 数 ， 个 数 的 计算 是 按 其 每 个 零点 或 极点 重 数 的 多 少 而 计 
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算 多 少 次 。 以 [w]z 起 示 括 号 里 的 函数 ww(z) 当 点 z 沿 工 的 正 向 绕 
行 一 周 时 所 得 到 的 增 量 。 

慷 角 原理 设 男 数 .六 e) 在 由 万 一 Fo 二 Ti 十 … 十 五 所 园 的 多 
连通 区 域 DT 内 除 有 限 个 极点 外 是 单 值 解析 的 ， 在 闭 区 域 Dt 十 荆 
上 是 连续 的 ,在 荆 上 的 边界 俩 处 处 不 等 于 需 , 则 


Np.— Po.—-3 [argf (s)]so 


广义 Liouville 定理 ”假设 函数 (2) 在 全 平面 除去 点 do 一 
co 一 十 站 外 都 是 解析 的 ,而 在 这 些 点 处 , 它 有 栅 , 并 且 函 
数 乌 (s) 在 极点 的 邻 域内 的 展开 式 的 主要 部 分 具有 形式 ; 
人 一 0 十 人 人 十 十 Oo 《在 点 mo 处 )， 
CD GW) 9 
G:( 2 一 一 Ce) tt Cm 
(在 点 Uy 处 ,万 二 1 2, 0)， 
其 中 01?， C2 …， 0D(5 一 0，1，…， 站 都 是 常数 ， 则 水 数 让 (2) 是 有 
理 润 数 ， 它 可 以 表示 为 


fOr + (SS), 


Pa 
~ 


这 里 6 是 任意 常数 。 特别 是 , 如 果 池 数 (2) 的 唯一 奇 点 是 无 穷 远 
点 ， 在 此 点 为 极点 ， 其 阶 为 n， 那 末 池 数 f() 是 一 个 mn 次 多 项 
式 
f (8) =C0+ Cw 二 十 6， 

这 里 co C1 ，…*，0s 都 是 常数 。 

假设 工 是 一 条 简单 的 光滑 围 道 ， 按 通 常 的 方式 到 定 其 正 向 ， 
邯 以 逆 时 针 方 向 为 其 正方 向 。 函数 《 (是 给 定 在 卫 上 的 连续 画 
数 , 且 在 卫 上 处 处 不 等 于 零 。 

所 谓 画 数 GO 在 工 上 的 指标 x 是 措 ， 当 工 上 的 点 1 正 向 绕 
行 一 周 时 , 函数 G( 办 的 幅 角 所 得 到 的 增 量 除 以 2m, 记 为 

x=JndG 人 的 =- 交 [argG 人 (Do 


因为 InG() -InlGG@1+iargG 的 ， 


当 五 上 的 点 主 沿 五 正 向 绕 行 一 周 时 , [Go | 回 到 原先 的 值 , 从 而 有 
[arg GD], 一 子 [inG 人 的 ]w 
因此 本 
x=IndG() 377 [InG 人 人] 


-1 os 1 , 加 
-er |, dm GD = 2 | dargG(D。 (2.1) 


由 于 GO 是 上 的 连续 函数 ， 当 工 上 的 点 1 沿 工 正和 启 绕 行 
一 周 后 , 9 0) 的 幅 角 的 增 量 必 为 32r 的 整数 倍 ,因此 , 工 上 处 处 不 为 
零 的 任 一 连续 函数 的 指标 必 为 整数 或 零 。 

由 指标 的 定义 和 计算 公式 (2.1) ,容易 直接 得 到 ， 

1°) 两 个 函数 乘积 的 指标 等 于 两 个 函数 各 自 指标 之 和 ; 两 个 
函数 之 商 的 指标 等 于 对 应 分 子 函 数 的 指标 减 去 对 应 分 母 函数 的 指 
标 。 即 


IndGQi(#) Gs(t) =IndGa 人 二 IndGa(， 
Ind 6 (#2) /Gs(t) =Tnd Gi(t) ~ Ind Gs(t), 
2°) 共 力 函数 或 函数 的 倒数 的 指标 等 于 愿 来 函数 的 指标 的 反 

号 ， 即 . 

IndG() = ~IndG0), Ind 7- — Ind G0), 
3?) 如 果 GQ@) 是 荆 所 围 的 内 部 区 域 中 某 个 解析 西数 的 边界 
值 , 且 GQ) 可 微 , 则 GO 的 指标 等 于 这 个 解析 函数 在 荆 的 内 部 区 
域 中 的 零点 的 个 数 , 如 果 GG) 是 工 所 围 内 部 区 域外 的 某 个 解析 函 
数 的 边界 值 , 那 末 G(t 的 指标 等 于 这 个 解析 函数 在 卫 的 外 部 区 域 
中 的 零点 个 数 的 反 号 。 


事实 上 , 由 于 定义 
1 (从 
"= dn GU) = p= GD 


% 就 等 于 函数 GD 的 对 数 留 数 , 由 对 数 留 数 定理 即 得 本 条 结果 。 

4°) 车 G(%) 是 在 工 所 围 内 部 区 域 中 除 有 限 个 极点 外 的 解析 
盖 数 ,而 GO 是 GO 在 卫 工 的 边界 值 , 那 林 G( 引 的 指标 等 于 这 个 
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解析 函数 在 工 的 内 部 区 域 中 零点 的 个 数 和 极点 的 个 数 之 差 。 

这 个 结论 根据 幅 角 原理 就 可 以 明白 。 在 上 述 结论 3") 和 结论 
生 ) 中 , 对 零点 和 极点 个 数 的 计算 , 按 各 个 点 的 重 数 是 多 少 , 就 计算 
多 少 次 。 | 

例如 计算 GC) = 矿 的 指标 , 工 是 任意 闭 力道 ,其 内 部 区 域 含有 
坐标 原点 , w>0 是 整数 。 
有 两 种 计算 方法 ， 
第 一 种 方法 ; 由 于 函数 刀 是 函数 的 边界 值 ， 后 者 在 闭 图 道 
的 内 部 有 一 个 %% 阶 零点 , 因此 
X 一 Indqt 加 一 ?2 
第 二 种 方法 , 设 的 幅 角 是 p, 那 末世 的 幅 角 等 于 wp。 当 点 站 
滑石 正 向 绕 行 一 周 返回 原先 的 值 时 ,y 得 到 增 量 25。 因 而 
X 一 Ind 如 一 ms 
最 后 ， 给 出 函数 G 人 的 的 指标 的 一 种 计算 方法 : 设 闭 力道 二 的 

程 是 

” t= (8) + tz(s), 0<s<|L, , 
其 中 | 五 | 是 五 的 长 度 ,s 是 弧 坐 标 。 把 复 坐 标 t 的 这 个 表达 式 代 入 
丙 数 人 中 ,得 到 
GO) = G(s) + ta(s)) =£ (8) +im(s) 
视 二 .7 为 直角 溪 标 系 , 那 末 
一 (8)，0 一 00S) | | 
是 &、 了 平面 内 某 条 曲线 记 的 参数 方程 , 由 于 函数 SG 人 是 连续 的 ， 
晶 线 五 是 闭 的 , 所 以 曲线 这 也 是 闭 的 。 


这 样 就 有 

-Lt { jy, 1 ty 9(S) 

#4 |, darg GO 志 dare 即 ey) 

Li | Edn— nde 工人 Cs) (8)— OO ds, 
2 Jy Et 2 6° (8) + (8) 


这 里 假设 函数 &(3)、 4) 是 可 租 的 。 
以 D+ 表示 由 光滑 闭 围 道 工 = Lo+ 荆 十 … 十 Lm 所 围 成 的 有 
办 连 通 氢 有 是 区 域 DD" + 五 对 全 平面 的 补 集 , 它 的 构成 部 分 记 为 
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5 了 了 (网 图 2.1D) 。 下 面 证 明基 于 解析 函数 的 一 些 重要 
结论 : 

确定 在 工 上 清 足 Hilder 条 件 的 复 男 数 g( 昌 是 菜 个 在 区 城 
D+ 内 解析 、 可 连续 拓展 到 厂 上 的 函数 (在 Lo 不 存在 的 情形 ， 此 解 
析 济 数 在 无 穷 远 点 为 替 ) 的 边界 信 , 必须 而 且 只 须 满足 条 件 


了 sD- 
Wi), az 一 0 xs 了。 


事实 上 ， 如 果 在 区 域 D+ 内 ， 存在 着 解析 函数 下 (2)( 它 在 无 穷 
远 点 为 零 ) 以 p(z) 为 其 边界 值 , 那 末 , 按照 Cauchy 积分 公式 ， 这 个 
函数 是 唯一 的 , 且 在 区 域 D+ 内 每 个 点 它 可 以 由 下 列 积分 表示 ; 


5o= 志 | 2 dr esE D+, 


另 一 方面, 按照 解析 函数 的 积分 的 性 质 , 上 列 积分 $C%) 在 区 域 D- 
内 每 个 点 2 处 等 于 零 , 从 而 条 件 的 必要 性 得 证 。 

为 了 证 明 条 件 的 充分 性 ， 注 意 到 由 上 列 积分 所 确定 的 函数 
TD(s) 在 区 域 D+ 内 解析 , 且 在 每 个 区 域 Di，Dr，…，D7 内 分 据 解 
析 , 但 是 按照 条 件 , 有 


G(s) =0, rE D-, 
因而 其 边界 值 也 等 于 零 , 即 
lm $C) = (0) =0, 


于 是 , 由 上 一 章 CoxoHRHHi-Pleme]j 公式 (1.21) 得 . 在 每 个 点 1EL, 
有 
lim @$(#) =—B*(t) =9(t) 
从 而 条 件 的 充分 性 得 证 。 
上 述 结 论 中 的 条 件 还 可 写成 另 一 种 形式 : 画 数 p 仿 在 每 个 上 
1E 了 满足 积分 方程 | 
-rip 人 二 | 2 dr—0, 
类似 于 上 面 所 证 明 的 , 也 可 以 证 明 下 述 结论 : 
在 古 上 给 定 的 满足 Hilder 条 件 的 函数 g() 能 够 作为 一 个 在 
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区 域 D” 内 解析 、 可 连续 拓展 到 荆 上 的 函数 的 边界 值 (在 To 存在 
的 情形 下 ， 还 要 求 此 解析 函数 在 无穷 远 点 为 堆 )， 充 分 和 必要 条 件 
是 满足 等 式 


zr| p(s) Ur=0, #E D+, 
2m0 JL 了 一 多 


这 个 条 件 还 等 价 于 下 列 条 件 ， 
?D+ 3 网 二 2 dr=0, tETs 


这 里 所 谓 函 数 在 DD 内 解析 ,是 指 宇 每 个 区 域 Di; Dr,…，Dx 内 
分 块 解析 。 

上 述 两 个 结论 可 以 推广 ， 即 代替 所 要 求 的 解析 函数 在 无 穷 远 
点 为 零 , 我 们 要 求 此 解析 函数 在 无 穷 远 点 有 极 , 其 主 部 是 一 个 给 定 
的 多 项 式 。 . 

广义 A. Harnack 定理 “如果 9 从 是 定义 在 五 = Zn 十 五 十 
十 Ln 上 的 实 函 数 ,满足 耳 遇 der 条 件 , 还 假设 复 变 量 的 函数 

D2) = ep L 2 < 
在 区 域 D* 内 荨 于 零 ， 那 林 ， 函 数 0 们 在 每 个 闭 国道 Zo， To … 
-ma 上 取 常 数值 p=Cp, iE I,(% 一 0, i， 2，，…，M2)， 而 且 当 也 
存在 时 ,在 世上 oo=0。 如 果 函 数 瑟 (O 在 区 域 D” 内 等 于 索 ， 那 
未 ， 函 数 0( 提 在 到 上 各 点 取 同 一 常数 值 9( 们 二 0。 

事实 上 , 如 果 在 区 域 D+ 内 有 B(x) =0, 由 上 述 结论 , 函数 p( 信 
是 一 个 在 区 域 D- 内 分 块 解析 、 可 连续 拓展 到 工 上 , 且 在 无 穷 远 点 
为 零 的 函数 $B(#) 的 边界 值 。 又 因为 函数 gp 反 是 实 的 , 因此 ， 有 零 
边界 值 的 函数 王 () 的 虑 部 在 区 域 D- 内 等 于 零 ,只 而 推出 (2) 在 
每 个 区 域 _ Ds，Dr,，…， Dr 内 是 常数 。 这 样 ，p (从 一 on 1€ Ly(% 一 
-0 了 2 …， 1%); 又 因为 |s1->oo 时 多 (2)~>0， 所 以 co 一 0。 这 就 证 
明了 定理 的 前 半 部 分 ,类似 地 可 推 得 定理 的 后 半 部 分 。 

这 个 定理 中 的 条 件 (zs) 一 0G&E Dt, 或 zEDD-)， 可 以 代 以 条 
件 ReB (x) 一 0(zE D1, 或 ED-) 或 考 条 件 Im5 (zg) =0&ED', 或 
ED ), 定理 的 结论 依然 成 立 。 
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$2 单 连通 区 域 上 的 Riemann 边 值 问题 


给 定 一 条 简单 的 光滑 闭 国 道 ,其 正 向 为 逆 时 针 方 向 , 它 把 
整个 复 平 面 分 为 内 训 区 域 D+ 和 外 部 区 域 D-。 不妨 假设 , 坐标 原 
点 位 在 区 域 D+ 内 。 又 在 工 上 给 定 函 数 G( 人 ) 和 9(GD)， 它 们 都 满足 
Hilder 条 件 , 并 且 GO 在 工 上 处 处 不 等 于 零 。 
Riemann 边 值 问题 求 一 个 包括 无 穷 远 点 在 内 的 分 块 解析 
通 数 多 (2), 它 在 转 道 荆 上 满足 边界 值 的 线性 联结 条 件 
+0) 一 GB-(), tiE 工 ( 齐 次 问题 )， “(2.2) 


Gr) =G()G-G) g(t)，tEL( 非 齐 次 问题 )。 (2.3) 
这 类 边 值 问题 虽然 是 由 D, Hilpert 首先 研究 的 , 但 它 实际 上 
是 由 B. Riemanin 所 提出 的 一 类 问题 的 特殊 情形 。 所 以 , 在 此 称 之 
为 Riemann 过 值 问题 。 有 的 书 称 之 为 Hilbert 边 值 问题 ， 专 著 
[多 中 称 它 为 线性 联结 边 值 问 题 。 画 数 GD) 称 为 这 个 问题 的 系 
数 , g(4) 为 它 的 自由 项 。 
下 面 讨论 这 个 边 值 问 题 的 求解 。 
首先 考虑 如 下 的 特别 形式 的 Riemapnn 问题， 
设 在 闭 围 道上 给 定 函 数 9 (, 它 满足 H5lder 条 件 ， 要 求 找 
一 个 分 块 解析 函数 驴 (o， 在 无 穷 远 点 为 有 堆 ， 使 通过 转 道 首 也 “时 有 个 
有 距 联 2( 纹 , 即 满足 边界 值 联结 条 件 ， | 
BSD =90, teEL, (2,4) 
利用 上 一 章 中 的 CoxofRHH-PIemelj 公式 (1 .21), 函数 


5 人 = 直人 2 olz) 7 


30 Jr To—% 
显然 是 上 述 边 值 问题 (2.4) 的 解 。 还 外 , 可 以 证 明 , 所 得 的 解 是 唯 
一 的 。 事实 上 ， 设 这 个 过 值 问题 (2. 和 有 两 个 解 瑟 (人 和 到 人， 
考 虚 它们 的 差 名 (一 1 (2) 一 B22)， 易 知 , (2) 在 上 的 跳跃 等 
于 零 。 因而 这 个 函数 在 全 平面 解析 ， 又 在 无 穷 远 点 为 零 ， 从 而 出 
Liouville 定理 立即 得 出 (2) =0, 即 $1 (z) = $a(2)。 
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由 此 , 可 推出 下 述 重要 结论 

在 光滑 闭 围 道 卫 上 给 定 的 满足 Holder 失信 的 人 总数 9 
总 是 可 以 以 唯一 的 方式 表示 为 函数 全 抽 、G 的 之 差 的 形式 ， 这 
里 @' (和 7 Q) 分 别 是 区 域 D' 内 解析 函数 更 -zs) 和 区 域 也 - 
解 术 阔 数 $7 (zx) (有 附加 条 件 儿 (oo) 一 上 的 边界 值 。 

在 上 述 特别 形式 的 边 值 问 题 2. 钨 中， 如果 将 附加 条 件 
名 (oo) 一 0 代 以 条 件 于 eco) 一 和 4 为 有 限 值 ， 那 林 ， 这 个 边 值 问 
题 的 解 由 公式 


Ot 


给 出 。 
对 一 般 的 齐 次 或 非 齐 次 Riemann 边 值 问 题 (2.2) 或 (2.3), 其 
系数 GD 的 指标 x 称 为 这 个 边 值 问题 的 指标 。 现 在 要 作出 一 个 畏 
其 函数 ， 利 用 它 可 表达 出 边 值 问题 (2.2) 和 (2.3) 的 一 般 解 来 。 和 
种 辅助 函数 是 齐 次 边 值 问题 (2 2) 的 在 了 面 生 处 处 个 为 鹤 的 一 
特 解 , 它 在 无 穷 远 点 有 阶 x。 

以 W.、W- 家 示 章 次 边 值 问 题 (2. 2 的 解 久别 在 区 受 条 

了 -内 的 零点 的 个 数 , 于 是 

Ind Bt) =N,, Ind0- (2) =N._o 
于 是 在 (2. 人 利用 上 节 所 述 性 质 ， 就 得 出 

x 一 Ind9+( 人 一 -IndG6- 人 = 人 TN- (2.5) 
因为 上 式 右 端 不 可 能 是 负数 ， 所 以 如 果 边 值 问 题 (2. 2) 有 解 ， 那 来 
这 个 边 值 问题 的 指标 必须 不 为 负数 ， 即 x>0。 车 %>>0, 则 作为 边 
值 问题 (2.2) 的 解 一 一 一 个 分 块 解析 务 数 ， 它 在 全 平面 上 愉 有 ”个 
零点 ,车 *=0, 则 它 没有 任何 零点 。 

先 假 设 x==0， 这 时 lnG(D 是 单 值 函 数 , 从 (2， 办 式 的 出 
态 -一 0， 即 边 值 问题 的 解 在 全 平面 内 没有 和 零点， 因而 函数 ln (2) 
是 分 抉 解析 的 ， 且 它 连同 边界 值 In 字 : (是 单 值 的 。 在 边界 条 件 
《2.2) 两 端 取 对 数 , 得 | 

inBt()— ng (=InG(0), 
$d» 


. 式 


a In GC) 到 任意 一 支 。 这 桩 ,就 把 原先 的 边 值 问题 化 为 按照 在 - 
上 给 定 的 跳 牙 in GD 来 找 分 块 解析 函数 ln 罗 (z)。 车 再 补充 条 
人 工人 (co) = 0, 注意 到 上 面 的 讨论 , 这 个 问题 的 解 由 公式 


ng 人 = 元 | 全 car (2.0) 


给 出 。 为 了 简便 , 记 
ee /» 
De = dr Ts) 


于 是 边 信 问题 (2. 久 的 满足 附加 条 件 古 (50) =1 的 解 是 

$2) 一 erG)， 
， 这 可 利用 Coxomgzt-Plemelj 公式 (1.21) 直 接 推 得 。 如 果 要 求 附 
加 条 件 -~《oo) 一 4，A 是 任意 常数 , 那 末 在 式 (2.6) 右 端 必须 深 加 
项 ja4， 从 而 边 值 问题 (3.23) 满 足 附加 条 件 瑟 《co) 一 4 的 解 由 公 


2) = =AeT® : . (2.7) 
给 出 。 这 样 , 在 x=0 的 情形 , 满足 附加 条 件 6-(co) #*0 的 边 什 问 
题 (2.2) 的 解 含有 一 个 任意 常数 4，, 因此 , 这 个 边 值 问题 有 一 个 线 
性 独立 解 。 如 果 多- (oo) =0,， 那 末 4=0， 边 值 问 古 (3.2)》 只 有 和 零 : 
解 。 1， 
这 样 就 得 出 了 下 述 的 重要 结论 : 
在 光滑 闭 围 道 荆 上 给 从 定 任意 函数 G( 们 关 0, 它 满足 豆 5lder 条 
件 ， 且 其 指标 为 零 ， 那 末 它 可 表 为 两 个 函数 更 +( 拉 和 五- 介 ) 之 商 的 
形式 ， | 

e00- 时 入 z 
其 中 国人 的 和 蚤 -的 是 分 别 在 区 域 和 DD- 内 没有 霍 点 的 分 其 解 ， 
新 函数 备 (g) 的 边界 估 ， 这 个 分 块 解析 函数 可 精确 到 差 一 个 任意 常 
数 来 子 而 由 公式 (2.7) 确 定 。 
由 此 , 还 可 得 出 表达 式 

er (ty 


G 0) = ey er 4) Ti (2.8) 


其 中 T 人 的 = 元 = Gn) dy 
也 是 一 个 分 块 解析 函数 。 
现 设 x#0。 把 边界 条 件 (2.2) 改 写 为 
下 = G0) 
显然 , 函数 妇 *G() 的 指标 为 全 。 利 用 上 述 式 (2.8), 就 有 
的- - 慰 而 ， 
其 中 
NOPE 了 ao (2.9) 
而 ia GD)) 职 全 意 -六 从 而 可 得 出 齐 次 边 值 问题 (2.3) 的 一 
个 特 解 


站 (人 ) -| ore sc 方 - (2.10) 
这 时 , 还 可 得 出 
GO 一生 (2.11) 


这 样 得 到 的 分 块 解 析 函 数 对 (2) ， 称 为 齐 次 Riemann 边 德 间 
题 (2.2) 的 基本 解 . 从 式 (2.10) 可 以 看 出 ; 如 果 x 之 0, 基本 解 全 (2) 
以 无 穷 远 点 为 其 x 阶 零 点 ,如果 x<0, 基本 解 忌 ( 拉 内 无 穷 远 点 为 
共 |x| 阶 极 , (在 这 种 情况 下 , 它 不 是 边 值 问题 (3.3) 的 解 )。 这 个 基 
本 解 就 是 在 解 一 般 的 Riemann 边 值 问题 时 所 要 利用 的 辅助 函数 ， 
它 的 重要 特征 之 一 是 ， 这 个 函数 在 平面 的 任何 有 限 范围 内 处 处 不 
等 于 零 。 

这 里 还 需 指出 , 基本 解 了 《2) 不 因 ln[c 他 (oj 的 支 的 任意 选 
择 而 改变 ,事实 上 , 卫 上 的 对 数 函 数 ln[vG(z5)] 的 任何 其 他 值 与 
选 定 的 值 仅 相差 2r 邵 的 项 (8 为 整数 )， 因 此 , 由 (2.9) 式 确定 的 区 
数 荆 (2) 只 改变 如 下 形式 的 项 . 

;| 2kxlr -{2 ZE 
2rr8 J 了 一 多 2krs, ZE 万 1， 


ee。 49 * 


从 而 表示 式 ere 不 变 ， 因 此 接 式 (2.10) 确 定 的 基本 解 筷 () 也 不 
改变 。 
下 而 转 入 讨论 一 般 的 Biemann 边 值 问题 (2.2) 和 (2.3) 的 求 
解 。 : 
先 讨论 齐 次 边 值 问题 (2.3): 设 “~ Ind GI()， 它 是 整数 或 只， 
把 函数 G 介 按 公式 (2.11) 表 示 , 着 代入 边界 条 件 (2.2), 就 得 
B+) _ BD 
TO ED 
上 式 左 端 是 在 区 域 D* 内 解析 的 函数 人 :2 的 边界 值 ， 右 内 是 在 
区 域 D- 内 解析 的 函数 守 - 5 的 边界 值 ， 这 函数 在 无 穷 远 点 的 阶 
不 低 于 一 x。 由 解析 延 拓 定 理 ， 分 块 解析 函数 名 上 在 全 平 而 除 
无 穷 远 点 外 解析 , 在 无 穷 远 点 , 当 x>0 时 是 不 高 于 阶 的 极 , 从 而 
当 x>0 时 , 按照 广义 Liouville 定理 , 这 个 解析 冰 数 是 带 有 任意 系 
数 的 * 次 多 项 式 ; 如 果 *<0, 那 来, 按照 通常 的 Liouville 定 理 , 这 
个 解析 函数 应 是 一 个 常数 , 但 在 无 穷 远虑 它 又 是 零 ,从 而 推出 : 这 
个 函数 伍 为 零 。 就 是 说 , 在 x<0 的 情形 ， 齐 次 边 入 问题 人 2. 补 只 
有 平凡 解 一 恒 等 于 零 的 解 。 往 后 约定 : 如 果 边 值 问题 除了 名 为 
零 的 解 外 没有 其 它 的 解 ,就 说 这 个 边 值 问题 "不 可 解 。 
这 样 就 可 知道 ， 齐 次 边 值 问题 (3.2) 在 负 指 标 情 形 是 不 可 角 


的 。 ， . 1 

”在 wx>0 的 情形 ,以 了 s(x) 表示 带 有 任意 ( 复 ) 系 数 的 x 次 多 项 . 

式 , 我 们 就 得 到 齐 次 边 什 问题 (2.2) 的 解 ， | 
(2) = Pu.(s) TA (2), 

或 者 , 由 于 式 (2.10), 可 把 解 多 (%) 写 为 ，…. | 

”| : , P,(s)e™®,.. .gED', 

， “0 | sxPu(s)erw， g€ D-, 
其 中 ,函数 工 (2) 按 公式 (2.9) 确 定 。 当 x=0 时 , 在 前 次 已 讨论 过 ， 
它 可 以 作为 这 里 的 了 (2) 是 一 个 常数 的 特殊 情形 。 

把 上 面 的 论述 归结 为 如 下 汐 定理 ， 


-50 .。 


(2 .19) 


定理 .1 如 果 Riemann 边 值 问题 的 指标 % 非 负 ， 则 齐 次 边 

鸽 问题 (2.2) 有 x 十 i 个 线性 独立 解 ， 
se oC D+ 
Bo) -| ore 的 (k=0, 1, 2 x) 

它 约 一 般 解 含有 % 十 工 个 任意 常数 , 并且 由 公式 (2.12) 确 定 。 在 页 
ED 形 , 齐 次 边 什 问题 不 可 解 。 
于 多 项 式 Px(%) 在 复 平面 内 只 有 ?个 零点 ， 从 公式 (2.132) 
可 看 本 齐 次 Rismann 边 值 问题 (3.3) 的 解 的 所 有 零点 的 数目 恰 
等 于 指标 z 

其 次 讨论 非 齐 次 边 值 问题 (2.3) 的 求解 。 引进 相应 的 齐 次 问 
题 的 车 本 解 互 (2)， 而 在 边界 条 件 (2.3) 中 的 函数 GO 代 以 


委 名，(2.3) 式 就 成 为 


OO 3 

Yr Nd Xr ‘EL (2.13) 

函数 5 满足 Hilder 条 你 , 因此 , 利用 本 节 开头 的 一 个 重要 结 
论 , 这 个 函数 可 以 才 示 成 分 类 解析 本 歼 罗 人) 的 边界 条 之 郑 


的 -人 鸭 ， 


其 中 


oN g(7) dz 
Pe) Bad 二 | Xt(s) T—e" (2.14) 


于 是 , (2.18) 式 就 可 以 改写 成 


D0) 下 wps 
a -0), iEL, (2.18) 


在 无 穷 远 点 当 x 之 0 时 有 x 阶 极 ， 当 x 二 0 时 为 |x| 阶 


$2) 
(8) 


函数 
零点 。 
设 x>>0, 由 于 函数 多 名 在 无 穷 过 点 有 4 阶 极 , 因 之 从 (2.15) 
式 得 到 - 

*51. 


WA) 4 = 
E45 Vg) = Pi(2), 


即 非 并 次 边 值 问题 (2.3) 的 解 为 
BO) -XW [EE) + PA)], (2.16) 
其 中 , 函数 卫 ( 人 .函数 多 (2) 分 别 由 式 (2.10)、(2.14) 确 定 , Px 人 3) 
是 任意 的 x 次 多 项 式 。 
易 见 (2.16) 式 给 出 了 非 齐 次 边 值 问题 (2.3) 的 一 般 解 , 因为 它 
的 和 式 中 含有 相应 者 次 边 值 问题 的 一 般 解 的 项 蕊 (9) Ps(z)， 面 项 
工 (多 (是 非 齐 次 边 值 问题 的 一 个 特 解 。 
设 x<0, 在 这 各 情形,-% 包 以 无 穷 远 点 为 其 零点 ， 从 而 由 


《2.15) 式 得 到 


Gz) 四 一 
XE TO 
地 
OP doi (2.17) 


在 此 表达 式 中 , 右 端 乘积 的 第 一 个 因子 茸 (3) 基 于 式 (2.10), 它 在 
无 穷 远 点 有 -x 阶 极 ， 而 第 二 个 因子 轨 (%) 是 一 个 Cauchy 型 积分 
《2.14), 在 无 穷 远 点 一 般 是 一 阶 有 零点 , 因此 ， 函 数 B() 以 无 穷 记 点 
为 极 , 其 阶 不 高 于 一 x 一 I。 这样， 在 x 二 一 1 的 情形 , 非 齐 次 边 值 
问题 (2.3) 一 般 说 来 不 可 解 。 欲 使 它 可 解 , 还 须 自 由 项 儿 轨 满足 若 
干 个 补充 条 件 。 为 了 导出 这 些 可 解 条 件 ， 我 们 把 Qauchy 型 积分 
《2,14) 在 无 穷 远 点 邻 域内 展开 成 级 数 


BO- on, 
K=1 


-入 -1 QZ bl a _ 
其 中 o= -也 | de Bl, 2 0), 


因此 , 为 使 函数 (2) 在 无 穷 远 点 解 六 ,应 该 使 图 (%) 在 无 穷 这 点 邻 
域 中 的 展开 式 中 前 一 “一 工 个 系数 项 为 零 。 从 而 得 出 , 为 使 非 齐 次 
边 值 问题 (2.3) 在 x< 一 1 情形 下 可 解 ， 必须 而 且 只 须 满 足下 列 
一 x 一 个 条 件 


Fo 


* U2 。 


g(r) h—17 ‘(he ‘0 wt1y. 
| Xt(r) wdr~=0 (Ek 1, 2 ; 区 Ts 


如 果 x= 一 十 那 末 函数 区 (2) 以 无 穷 远 点 为 其 零 阶 极点 , 因此 
在 这 种 情形 , 由 公式 (2.17) 给 出 的 函数 $(s) 是 非 齐 次 边 值 问题 的 
解 , 而且 这 个 解 是 唯一 的 。 

综 上 记述 , 即 有 以 下 定理 : 
定理 2.2 在 xZ0 情 形 , 非 齐 次 Riemann 边 值 问题 (2.3) 对 
于 任意 的 自由 项 g (的 可 解 ， 它 的 一 般 解 由 公式 


Bin WF .ga 
TS(¢) -5 ， TGs + XC Pl) (2.18) 


给 出 ， 其 中 五 ( 纺 是 由 式 (2.10) 确 定 的 相应 齐 次 边 值 问题 的 基本 
解 ， 了 (人 是 4 的 % 次 任意 多 项 式 。 在 x= 一 1 情形 ， 非 齐 次 
Riemann 边 值 问题 (2.3) 有 了 只 一 解 ， 尖 由 公式 

60 -和 | 让 (2.19) 
给 出 。 在 % 过 一 情形 , 非 齐 次 Riemann 边 值 问题 (2.3) 一 般 来 说 
没有 解 。 为 使 它 可 解 ,必须 而 且 只 须 其 自由 项 g( 办 满足 一 % 一 工 个 
条 件 


0(z) 1 一 oo 
XH) 0 ob, De 


. (2.20) 
当 这 些 可 解 性 条 件 (2.20) 满足 时 ， 此 非 齐 次 边 值 问 题 的 唯一 解 由 
公式 (2.19) 给 出 。 - 

在 以 后 应 用 到 具有 Cauchy 核 的 奇异 积分 方程 时 ， 特 别 需 要 
的 是 Riemann 边 值 问题 满足 附加 条 件 ~(oo) =0 的 解 。 由 公式 
(2.18) 可 以 看 出 ; B~ (co) 等 于 多 项 式 Ps(o) 中 的 冤 次 几 项 的 系 
数 , 从 而 要 @ (co) =0 就 必须 这 个 系数 为 零 , 也 就 是 说 , 应 以 x 一 工 
次 多 项 式 了 w_1(%) 来 代 炎 x 次 多 项 式 Px(z)。 在 x 二 一 1 情形 ， 非 
齐 次 边 值 问题 的 可 解 性 条 件 除 了 满足 (2.20) 外 , 函数 罗 (8) 在 无 究 
远 点 邻 域 的 展开 式 中 系数 6- 也 必须 为 零 。 

将 上 述 结果 归纳 为 下 面 的 定理 ，. 

e 53 。 


定理 2.3 非 齐 交 Riemann 边 信 问题 (2.3) 在 附加 条件 
看 -(co) 一 0 的 情况 下 ， 当 指标 x 之 0 时 ， 对 任意 自由 项 9() 可 解 ， 
其 一 艇 解 由 公式 


0- 铂 | romne 


(2, 21) 
给 出 ,其 中 昼 () 是 由 公式 (2.10) 确 定 的 相应 葛 齐 次 边 值 问题 的 基 
本 解 ， 而 P,_1(z) 是 2 的 x 一 4 次 任意 多 项 式 ( 当 Xx 一 0 时 ， 应 该 认 
为 Py-1 (2) 三 0); 当 w 过 0 时 一 般 说 来 无 解 ， 它 要 有 解 的 充分 和 必 
要 条 件 是 : 自由 项 g( 引 满足 一 x 个 条 件 


_g9F) 一 .。 
E XT(T) wdr=0 (p=1, 2, ? 7X)o (2.22) 


如 果 这 些 可 解 性 条 件 满足 ， 则 问题 的 解 是 由 在 公式 (23.21) 中 令 
了 ,1(2) 三 0 得 出 的 。 

上 面 的 讨论 是 在 假设 系数 GC() 在 荆 上 处 处 异 于 零 ， 且 满足 
Hélder 条 件 的 情况 下 进行 的 ， 如 果 函 数 G() 在 工 上 有 有 限 个 整 
数 阶 零点 或 极点 , 已 有 人 研究 过 , 请 参阅 专著 [3] , 在 这 本 专著 的 最 
后 部 份 , 还 附 有 丰富 的 参考 文献 。 对 于 Riemann 边 值 问题 , 也 可 
以 从 解析 函数 类 推广 到 更 广泛 的 函数 类 上 进行 研究 ， 也 可 以 在 更 
广泛 的 函数 类 上 提出 更 加 一 般 的 边 值 问 题 进行 讨论 。 这 些 部 是 有 
理论 意义 和 实际 背景 的 。 请 参阅 专著 和 论文 [ 魏 ，[ 虹 ，[61] ,7]， 
18]，[9], [10]，[22]，[23]，{2 条 ， [25]， [27]， [28]， [50] 等 
等 。 


$3 ” 相 联 的 齐 次 Riemann 边 值 问题 


与 下 面 两 个 边界 值 条 件 . 
BH) = GB 0), 1€L, (2.2) 
V+) = [G00] -0), 1EL (2.28 


相对 应 的 齐 次 Riemann 边 值 问题 称 为 相 联 的 边 值 问题 。， 
对 于 两 个 相 联 的 边 值 问题 ， 易 知 ， 若 x 为 其 中 一 个 问题 的 指 
a 4 。 


标 ， 则 另 一 个 问题 的 指标 是 一 又 车 全 (四 是 其 中 一 个 间 题 的 基 
本 解 , 则 另 一 个 问题 的 基本 解 为 [Xz)] 一。 

特别 是 , 如 果 边 值 问题 (2.2) 的 指标 x<0， 那 来， 与 它 相 联 的 
边 值 问题 (2.33) 有 在 无 穷 远 点 为 零 的 -2 个 线性 独立 解 ， 


v.00 (hl1, 9, 一 (2.24) 


其 中 卫 (z) 是 边 值 问题 (2.2) 的 基本 解 。 因此， 我 们 可 将 非 齐 次 
Riemann 边 值 问题 (2.3) 当 指标 x<0 时 存在 在 无 穷 远 点 为 零 的 解 
的 可 解 性 条 件 (2.22) 写 为 

| tg =0 (h=1, 2, 1 0)) 


其 中 0 (7) 是 与 它 相 联 的 齐 次 边 值 问题 (2.23) 的 在 无 穷 远 点 为 零 
的 一 x 个 线性 独立 解 (2.24) 的 左边 界 值 。 


§ 4 边 值 问题 的 近似 求解 


按 上 面 几 节 所 述 ， 在 解 Riemann 边 值 问题 时 ,是 把 给 定 在 闭 
围 道 工 上 的 函数 表示 为 分 别 在 区 域 D+ 和 D- 内 解析 的 函数 的 边 
界 值 之 差 或 商 的 形式 。 后 者 又 可 通过 取 对 数 化 为 前 一 种 情形 ， 而 
且 总 是 要 计算 Cauchy 型 积分 。 在 一 般 情 形 ，0auchy 型 积分 的 计 
算 不 是 简单 容易 的 。 但 是 ， 如果 边 值 问题 的 系数 和 自由 项 能 够 从 
闭 围 道 解析 延 拓 到 复 平 面 ， 则 在 这 种 情形 下 ，Cauchy 型 积分 的 计 
算 就 比较 简单 了 。 特 别 在 边 值 问 题 的 系数 是 有 理 函 数 时 更 受 人 注 
意 , 因为 满足 H61lder 条 件 的 任意 函数 能 够 按照 所 要 求 的 精确 度 用 
有 理 函 数 来 远近 ， 从 而 具有 有 理 函 数 系数 的 边 值 问题 的 解 可 视 为 
是 原先 边 值 问题 的 近似 解 。 

考虑 具有 有 理 函 数 系 数 的 Riemann 边 值 问题 


G+) — LH BC) +g0), t€D, $Ce0) =0, (2.25) 


_ 且 假设 系数 如 名- 在 闭 转 道 荆 上 没有 零点 和 极点 ,这 里 (人 ).g( 


.中 


都 是 上 的 多 项 式 。 

把 多 项 式 2(2) 和 9 (0 写 为 乘积 的 形式 

PAO 一 D+ (2 的，9 (Ce) 一 9g+( 的 9-(o)， 

其 中 4(z)、g4( 外 是 其 根 全 部 位 在 区 域 D! 内 的 多 项 式 ， 而 9p- (2)、 
4- (2) 是 其 根 全 部 位 于 区 域 五 - 内 的 多 项 式 。 以 ws 和 ms 分别 表示 
多 项 式 pi(z) 和 gi (2) 的 零点 个 数 ， 于 是 这 个 边 值 问题 (2 ， 25) 的 
指标 x 一 = 一 fa 

把 边界 值 条 件 (2.25) 改 写 为 


9) gt Pr gn 4 
py G+) gt 6- (从 一 9 i€L, 


且 - Co)- 0。 基于 8 所 这 ,上 光 边 位 同 题解 是 


{2 yp (g) + Ps)], s€E D+, 
5( -| 和 (2.26) 
[Ve) + Pes (0], zED-, 


共 人 -到 人 下 旬 


就 是 Riemanr 边 值 问题 (3.35) 的 齐 次 边 值 问题 的 基本 解 , 它 出 边 
值 问题 (2.25) 的 系数 直接 确定 。 如 果 x 为 负 ， 则 应 在 公式 (2.26) 
中 置 Pi1(%) 三 0, 且 应 满足 可 解 性 条 件 


{ 0 gridr=0, 1=1 2 … 一 xz。 (2.27) 


5 Pp-_(%) 
作为 例子 ,下面 解 具体 的 Riemann 边 值 问题 
DD) = (+ = + D- (00) =0 (2.28) 


来 说 明 上 述 方法 的 应 用 。 设 卫 是 下 列 形式 之 一 的 任意 一 条 光滑 
拷 围 道 ， 

1°) 荆 的 内 部 含有 点 各 一 0, 而 不 含有 点 sl 2 一 一 Ia 
6 


2°) 五 的 内 部 含有 点 为 一 0，4 一 1 而 不 合 有 点 % 王 一 J。 

3°) 二 的 内 部 含有 点 为 一 0 2 一 1,， 8 一 一 1 

4°) 工 的 内 部 含有 点 44~=1, 姻 一 一 二 而 不 食 有 点 和 =0。 

下 面 分 别 就 这 四 种 闭 围 道 形式 来 解 
决 Riemann 边 值 问题 (2.27)， 

1°) 闲 力 道 工 的 内 部 含有 点 入 =0， 
而 不 合 有 点 各 一 t 和 = 一 4， 如 图 2.2 
所 示 。 这 时 

Pr =t, PD=1, mr 一 二 

q+ (的 一 十 9-() =#—1, 9 一 0 

X= — N=to 


把 边界 值 条 件 (2.28) 改 写 为 . ”图 2.2 
(D0) -t-te+L) (+1), 


L 2 (7) 了 
1 QT 
= Te (z3 a Te 
/ i 
_ 1 T3 一 方 十 工 1 J 
De J 五 一 名 dz 下 2crb | 多 一 全 7 
和 ZC DT+; 
— 1 
一 六 gE D-, 
这 什 同 题 的 一 最 解 全 有 一 个 任意 和 娄 ， 由 公式 (2.26), 一般 解 为 
[天 ED, 
V2) = 
i - _ 
es, o) “ED 
和 —%+1 + , ¢€ D+, 
人 一 荆 2 一 1 
邹 ao-| 
一 项 十 罗 ED-, 


ea Se 


其 中 6 是 任意 常数 。 邵 业 以 6 一 1 代替 c， 边 值 问题 的 一 般 解 还 可 
以 写 为 i 


es | ED+, 
2- 人 | 


2?) 闭 转 道 工 的 内 部 含有 点 名 一 0,%% 一 而 不 含有 点 如一 一 1 
这 时 z 
p+) =t, pH) =1, mr =1, 
G+) =t—1, g_ (=tt1, n=1, 
zx 一 mt+ 一 0 一 0 
把 边界 值 条 件 (2.:8) 改 与 为 
(t+1) (8+1) 


十 一 一 -一 
(+1)®+(#) —- 人 (及 一 iT 一 一 ， 
也 十 二 
re 四 72 十 五 了 | 工 vv— |) 
从 而 双人 2 0 df 
人 AAs 
一 Zz 十 1 _ 
gz(g—1) *€D, 
边 值 问题 有 唯一 的 解 
2 十 2 本 
em ED" 
- 2—1/_ s+1 YY 2Y+T 一 mm 
2 ( Ey)-- ED, 


3°) 闭 转 道 荆 的 内 部 含有 点 入 =0, gs 一 1 和 娩 一 一 1。 这 时 
P+ (2 = p-(t) =1, m+ =1， 
grt) = —1, g(t) =1, ni =2, 


X=Mmi—nr=—1, 
从 而 ] 
vy 二 -二 ,一 1 rv(v—1) 
(9) 2 写 一 名 az 十 270 Jz 了 一 人 dr 
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由 zc "ED 


由 于 指标 为 - 全 迷信 问题 有 逢 必须 满 是 呵 角 性 条 信 (2.27) 
在 现时 , 可 解 性 条 件 只 有 一 个 , 即 须 满足 


[2 9 gv) -0, 


5 P-( 7 
计算 左 端 积分 
gq-_ (7) 了 ey 
j, Pp-_(7) gar], Ce dr 
CT dv 
中 Ja LPI < ET 
一 0 十 2x3 一 2 一 0。 
因此 可 解 性 条 件 满足 从 而 过 值 问题 有 叭 一 解 :-: 
2 “ED+, 
二 < secDr-， 


Na 4 闭 半 道 工 的 内 部 含有 点 4 一 1 和 加 一 一 1， 而 不 含有 点 
?一 0, 如 余 2.3 所 示 。 这 时 | ‘Nn : 
pr = pb m0, 
+(D) Pl, 9- = | 

X 一 MT 一 0 一 一 2。 四 

出 于 指标 为 负 , 为 使 边 值 问题 可 解 , 必须 

满足 可 解 性 条 件 (2.27)， 现 时 是 两 个 条 

件 


9_(z) go)mrir=0， b=1, 2 


5 Pp-(T) 
计算 b= 时 的 积分 
| et 2 十 dz-|， (人 -二 -二 + 1 any0， 


这 样 ， 是 竹 家 中 不 能 洒 天 而 边 人 问题 天。 
设 工 是 有 限 范 围 内 的 一 条 光滑 闭 力道 ， 其 所 图 内 部 区 域 D 
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是 有 界 的 ,， 上述 解法 也 可 用 于 尚 p( 引 、g 全 都 是 整 函数 的 情形 ， 这 
时 , 设 p+ (四 和 gt( 引 都 是 多 项 式 , 它们 的 在 区 域 D+ 内 的 根 分 别 是 
相应 于 函数 (四 和 g(D 在 Di 十 的 忽 点 傅 | 同 村 的 重 数 )， 则 把 
2 条 埠 表 为 一 

PO) =Pp+ (DPR), 9 = Br， 


就 得 到 如 下 形式 的 边 幅 值 条 件 : 
QP! = D+ 一 Wr. 
Bg PY 


对 这 个 边 值 问题 ,就 可 用 土 述 方法 求解 了 。 一 - I 


§5 多 连通 区 域 的 Riemann 边 值 问题 


现在 考虑 多 连通 区 域 情形 的 Biemann 边 箱 问题 : ， 
设 卫 一 十 五 十 … 十 也。 是 m+1 条 互 不 相交 的 光滑 闭 图 道 
的 全 体 , 且 Ze 把 其 余 的 mw 条 五 ,…，Ln 包含 在 内 部 。 工 所 围 的 
w+ 连通 区 域 记 为 D7?, 它 是 在 了 oo 的 内 部 
而 在 2， …，Jm 的 外 部 的 区 域 。 以 DD- 表 
示 D+ 十 工 对 全 平 宙 的 余 区 域 。 荆 的 正方 
向 是 指使 区 域 D+ 位 于 左边 的 方向 ， 也 就 
是 沿 Zo 为 逆 时 针 方 向 ， 沿 其 余 的 瑟 ，…， 
Zn 均 为 顺 时 针 方 向 。 认为 坐标 原点 位 于 
区 域 六 内 。 如 图 2.4。 
对 于 多 连通 区 域 的 Rismanih 边 答 问 
题 的 提 法 同 单 连通 区 域 的 情形 一 样 。 
如 同 单 连通 情形 那样 ， 容 容易 明白 ， 特殊 形式 的 多 连通 区 域 
Riemann 边 值 问题 
Tit) 一 9- p00), ti€EL 


有 唯一 的 解 DO | dr 


2.4 


记 一 [rg GD] %=0, 了 0 


。60 。 


这 里 点 二 沿 每 个 互 的 方向 都 指 的 是正 向 。 称 
% 一 3 
为 Riomann 边 什 问题 的 指标 。 
”为 了 求 边 值 问题 的 解 , 引入 函数 


百 (¢— Qa), 


其 中 o 是 位 于 闭 国 凡 内 部 的 全 六 点 它 属 于 区 域 D-，% 一 1 
… 愉 ( 见 图 2.4。 i 


显然 , 车 7, 则 
[arg( 一 xx)]z = 一 0， 
而 [arg(t— a7)] b= ~—2xo 
所 以 训 [arg U (i— x) ™ 上 -2 [arg(t—an)”]r, 


一 一 2Xh ?=1, "Mo 


因而。 [arg{s@ God)*}], 0, jb mm 
又 去 [ele0 Go)*}], 
- G0Hit 吉 六 [arg(-om)]lz 


一 Mo 十 > Xo 
按 假 设 , 坐标 原点 位 在 区 域 D+ 内 ， 所 以: 
[arg#dz,=0, f=1 ; +” 0, 
[arg t= 2r, | 
这 样 就 有 和 
bre{ He)*G0H, -0 i-0 bm 


下 而 和 解 多 连通 区 域 的 Riemann 边 值 问题 。 
先 考 虑 齐 次 边 值 问题 。 抬 边界 值 条 件 - 


BT) = P(t), tiEL 
改写 为 


GO- Ga) "G0) -0), + 
也 (#—ap) 


(2.30) 
直人 3.29) 式 知道 , 函 教 六" 下 《一 aO2G 人 GD) 在 每 个 五 G 一 0 
…，m) 上 的 指标 为 零 ， 因 而 由 $2 记述, 个 古 攻 可 为 商 的 


Fr 


1 五- "G0 =» ory 


1 Es i Co 


这 样 一 来 , 边界 值 条 件 @. 30) 可 以 写 为 


5 1 » 1 i 
LG- gp)* = 六 和 i€EL, (2.82) 


ds (2.31) 


称 


互 的 一 全 站 (2.33) 
名 “ors zED- 

为 多 连通 区 域 齐 次 Riemann 边 值 问题 的 基本 六 。 于 是 利用 这 个 
函数 , 边界 值 条 件 (2.32) 就 可 写成 i 


DID) BH) jr 
到 人 TCt)’ tiEL, 


如 通常- 一样， 应 用 解析 延 拓 定 理 和 广义 Liioyile 定理 ， 就 得 出 原 
先 齐 次 边 值 问题 在 附加 条 件 本 (co) 关 0 下 的 解 是 
Be) =X():P(s), .34) 
其 中 PR.(2) 是 x 次 住 意 多 项 式 。 
在 这 里 可 看 到 , 多 连通 区 域 情形 的 齐 次 Riemann 边 值 问题 的 
解 与 单 连 通 区 域 情形 下 的 解 的 差别 仅仅 是 在 区 域 D+ 内 的 解 的 表 
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达 式 中 多 了 冬 子 于 (g— qn) ~*, 
如 果 要 求 在 附加 条 件 F-(oo) 0 下 的 解 ， 则 只 要 在 公式 
(2.34) 中 将 Py(s) 代 以 x 一 1 次 多 项 式 了 Pw-1(z), 其 他 完全 相同 。 
同 单 连通 区 域 情 形 一 样 ， 可 以 证 明 ， 基 本 解闷 (四 不 因 式 
(2.31) 中 对 数 支 的 选取 而 改变 ,而 且 也 可 以 证 明 , 它 同 区 域 D- 内 
的 点 mr (% 一 1，2，…，m) 的 选择 无 关 。 
再 考虑 非 齐 次 边 值 问题 : 对 于 多 连通 区 域 的 边界 值 条 件 为 
B+) GD- 0 +g0), 1EL 
的 非 齐 次 Riemann 边 值 问题 的 求解 , 完全 类 似 于 在 单 连通 区 域 情 
形 的 黎 法 , 从 而 可 得 到 它 的 一 般 解 是 
Go) =I) TE) +P (sD)] (B00)=0), (2.35) 
或 者 
Dla) = Xe) IV) +Ps 1s)] (BD-(o0) #0)。 
(2.36) 
其 中 下 (人 是 由 公式 (3.33) 确 定 的 相应 齐 次 边 值 问题 的 基本 解 , 而 


人 工 dz) dz 
到 (9 2 | XT(T) T—% 


了 PF 或 Ps(s) 是 x 次 或 x 一 1 次 的 任意 多 项 式 。 
当 x<0 时 , 非 齐 次 边 值 问题 当 且 仅 当 满足 条 件 


g(t) px- 
| ER 0 (2.37) 


才 可 解 。 这 里 ， 如 果 要 求 "(co) 天 0, 则 =1，…， 一 x 一 1 如果 
要 求 87(co) 一 0， 则 =J，…、--x。 在 可 解 性 条 件 (2.37) 满 足 
时 , 非 齐 次 边 值 问题 的 解 可 由 公式 (2.35) 或 者 (2.36) 给 出 , 在 其 中 
应 去 控 任意 多 项 式 的 项 。 

如 果 闭 围 道 Po 消失 ， 区 域 D+ 是 一 个 有 洞 的 平面 ， 在 这 种 情 
况 下 , 无 穷 过 点 是 位 在 区 域 D* 内 , 而 不 是 在 区 域 已 中 , 上述 求 边 
值 问题 解 的 讨论 方法 仍然 有 效 ， 要 注意 的 仅仅 是 在 各 处 都 要 认为 


“一 0, 而 且 由 于 函数 1I 一 ao”“GK) 在 所 有 闭 围 道 Ix(h=1 
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…，m) 上 有 零 指 标 , 因而 不 再 出 现 因子 太 ”*。 

在 下 一 章 里 ， 还 需要 用 到 函数 也 (2) 在 荆 上 的 极限 值 了 1 
和 工 -( 力 ， 下 面 来 计算 它们 的 值 。 由 (2.83 力 式 ， 应 用 oO 
Plemelj 公式 {1.20)， 本 


TD) -+ nf sOlOE SHOR 


其 中 (= 站 (~)*, 而 了 (人 ) 是 积分 主 值 
1 [ 卫 区 本 OOG(O] 
r=], EY a, 


T—i 


现在 在 公式 (2.33) 中 到 当 点 2%->tEL 的 极限 , 就 得 到 


, GE) re i 的 1 Tt) 
OG 0- 
(2.38) 


根 式 是 随 所 选取 的 郑 数 1n[* 芽 ( 引 GD)] 的 支 而 确定 的 。 


§6 Riemann-Hilbert 边 值 问 题 


作为 上 述 儿 节 结 果 的 直接 应 用 ， 我 们 讨论 解析 函数 的 另 一 种 
类 型 的 边 值 问题 , 即 本 节 所 述 的 Riemann~Hilbert 边 值 问题 。 

Riemann-Hilbsrt 边 值 问题 ”在 由 一 条 简单 的 光滑 闭 国 
道 五 所 转 成 的 区 域 D*( 有 界 的 或 无 界 的 ) 内 ， 求 一 个 在 Dt 内 解 
析 、 在 Di+ 荆 上 连续 的 函数 俩 (2) 一 wo 阴 十 名 (wm, 9), 使 在 上 
满足 边界 值 条 件 
. Re{[¢() +6 IBD} =a u(t) — bv =00), tEL, 

| (2.39) 

其 中 (起 、5(t) 和 C(t) 都 是 给 定 在 荆 上 满足 有 H61lder 条 件 的 实 函 
数 。 , 

如 果 (三 0， 称 此 边 值 问题 为 齐 火 Riemann-Hitbert 边 全 
问题 。 显 然 , 如 果 函 数 

D1 (7) =u to Sole) 一 wa 十 go02 国人 (2 = Cos 
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都 是 齐 次 Riemann-Hilbert 边 值 问题 的 解 ， 则 具有 任 意 实 党 数 
cu ca …，e 的 线性 组 合 
下 (2) 一 6 (2 +csBo(g) +.… 十 6xDx (2) 
也 是 这 个 边 值 问题 的 解 。 因 此 , 对 于 齐 次 Riemann-Hilbert 边 值 
问题 的 所谓 “线性 独立 解 ”是 在 实数 域 上 的 线性 组 合意 义 下 理解 
的 ， 即 如 果 函 数 D1(z)，BsC2)，…，GBx(%) 的 任意 实 系数 线性 组 合 
《系数 不 全 为 零 ) 都 不 恒 等 于 零 , 就 称 这 些 函 数 是 线性 独立 的 。 
假设 闭 围 道 工 不 仅 是 光滑 的 ， 而 且 是 符合 Jamrygoa 条 件 的 曲 
线 (关于 .JamryaoB 曲线 的 含义 , 请 参阅 [1])。 设 
2= 0(L), C=x() 
是 实现 z 平 面 上 的 区 域 D+ 和 《平面 上 的 圆 域 | 引 < 工 之 间 的 保 角 
映射 ,其 中 一 个 是 另 一 个 的 道 变 换 , 以 y 表示 圆周 | = 1。 由 保 角 
映射 的 理论 可 知 ; 在 所 作 的 假设 下 ， 画 数 oG) 和 x (人 连同 它们 的 
导 函 数 必 (CC) 和 %(2) ,都 可 以 分 别 连续 延 拓 到 ? 和 琶 上 。 著 以 c 
和 s 分 别 表示 围 道 7 和 工 上 对 应 点 的 弧 华 标 ， 则 存在 连续 的 导 淆 
数 起 和 -至 。 因 此, 如果 西数 p( 人 是 闭 力道 五 上 的 点 t 的 任意 
函数 ,在 卫 上 满足 H6lder 条 件 , 记 
7)=9(0(7)), : 
7 是 闭 围 道 Y 上 的 点 , 那 末 yz) 在 > 上 亦 适 合 Hilder 条 件 ， 并 具 
有 同样 的 指数 。 交 换 工 和 7 所 处 的 地 位 ,有 同样 的 结论 。 .， . 
这 样 一 来 ， 在 研究 Riemann-Hilbert 边 值 问题 时 ， 不 失 一 般 
性 ， 可 以 计 为 五 是 单位 圆周 , 区 域 D! 是 单位 圆 域 |z|<1a 此 外 ， 
再 假设 在 石上 处 处 有 o2 要 士 妇 人 的 天 0。 
把 边界 值 条 件 (2.39) 写 为 
2Re{ [60() + (GT)} 
= (aC) +ob 0) G+ (od) — 人 0) BD) 
~20(), 1€ Lo (2.39) 
这 样 形式 的 边 值 问题 与 前 面 已 讨论 过 的 Riemann 边 值 问 题 的 显 
著 差 别 是 ; 它 所 出 现 的 未 知 函 数 的 极限 值 是 要 (和 B+(t)。 这 样 
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的 边 值 问题 可 以 化 为 Riemann 边 值 问题 进行 求解 。 为 此 , 必须 把 
未 知 函数 6(2) 按 一 定 的 方式 从 原来 的 定义 区 域 D+ 延 拓 到 工 的 
外 部 区 域 D-( 即 单位 圆 外 1s| > 了 内 。 设 函数 全 (x) 在 圆 Df 内 解 
析 , 记 

B, (2) = s(t) 2€ D-。 (2.40) 


易于 验证 , 它 是 D7 内 的 解析 函数 ， 日 在 无 穷 远 点 是 有 异 的 。 从 而 
得 到 一 个 分 所 解析 函数 
cg- 后 ‘ED’; 


2.41 
$,(2), 2E DT, (2.41) 


设 1ET, 若 8 人 (0 存在 , 风 当 点 = 从 万 - 内 趋 于 t 时 ， 一 从 D* 内 
趋 于 请 因而 由 (2.40) 知 B.(2) 趋 于 五 辐 , 即 BC 人) 存在 , 且 D7 (2) 
一 B17(t)。 这 样 就 有 
Qt =0+(t), QH) BH) = (t), 1€EL, 
于 是 ,可 以 改写 边界 值 条 件 (2.39) 为 
Cal) 66 0TH) + [a0) -dO 0) -200), 1€EL, 
(2.42) 


从 而 ,就 导致 下 面 的 非 齐 次 Riemann 边 值 问题 ; 

求 一 个 分 块 解析 函数 2(e)， 在 上 上 满足 边 值 联结 条 件 (2.42)。 
为 确定 起 见 , 认为 8 (oo) 直 0。 

从 式 (2.41)， 乍 看 起 来 ,似乎 是 上 述 Riemann 边 值 问 题 
(2.42) 的 解 避 42， 在 区 域 太 内 的 一 支 就 是 原先 Riemannr 
Hibert 边 值 问题 (2.39) 的 解 。 然而 ; 事实 并 非 如 此 , 因为 这 样 得 
测 的 函数 Q(z)， 有 既然 由 公式 (2.41) 确 定 ， 它 就 必然 具有 下 面 的 性 
质 . . . 

Oo) 一 Q(c)。 (2.48) 

但 这 里 的 Riemann 边 值 问 题 (2.42) 的 解 2(%) 在 区 域 D+ 内 的 支 
一 般 说 来 不 一 定 能 潢 足 条 件 (2.43)， 因 而 不 一 定 能 基 原 先 
Riemann-Hilbert 边 值 问题 (2.39) 的 解 ， 只 有 前 者 满足 条 件 
。66 。 


〈2.43) 的 解 才能 是 后 者 的 解 。 

为 了 克服 这 一 困难 ， 可 以 按照 下 面 的 方式 利用 非 齐 次 
Riemann 边 值 问题 (2.42) 的 解构 造 出 原先 的 Riemann-Hilbert 
边 值 问题 (2.39) 的 解 。 设 函数 Q(s) 是 Riemann 边 值 问题 (2.42) 的 
任意 解 , 在 边界 值 条 件 (2.42) 两 端 取 共 轿 信 , 得 

[ot) ~ JOTG) 十 [gc 人 十 所 从] 00) =200), tEL, 


(2.44) 
利用 上 面 所 得 到 的 分 抉 解析 函数 2(z)， 定 义 另 一 个 分 块 即 析 函 数 
0,(2) = Q(t), .45) 


显然 , 有 O76) = Q(t), Q(t) =0 (0) 
于 是 , (2.44) 式 可 写 为 - 
[a(l) -ddIQF 0) + ol) + QA) =200), EL, 
(2.46) 
这 就 是 说 , 若 分 的 解析 函数 Q(z) 满 足 边 界 值 条 件 (2.42)， 则 让 公式 
(2.45) 定 义 的 分 块 解析 函数 8,(z) 必 满足 边界 值 条 件 (2. 40), 即 
它 也 是 Rismann 边 值 问 题 (2.42) 的 解 。 这 样 一 来 ， 分 氛 解 析 函 数 


G(%) = 二 [QC@) +0,0)] (2.47) 
满足 边界 值 条 件 (2.42), 且 按 定义 (2.45), 有 
因此 DB.(2) = (2 ， 


这 就 是 说 ， 按 公式 (2.47)， 利 用 Riemann 边 值 问 题 (2.42) 的 解 
9(e) 所 构造 的 本 数 瑟 (O) 必 是 原先 Biemiann-Hilbert 边 值 问题 
(2.39) 的 解 。 

因此 ， 如 果 能 够 求 得 Riemann 边 值 问 题 (2.8 迄 ) 的 一 般 解 ， 按 
上 述 方式 就 可 以 求 得 Riemann-Hilbert 边 值 问题 (2.39) 的 全 并 
解 。 

下 面 分 别 就 齐 次 和 非 齐 次 Riemann—Hilbert i 边 值 间 是 的 求 
解 进行 详细 的 论述 。 


ee OF er 


先 考 虞 边界 值 条 件 (2.39) 中 的 自由 项 6( 引 =0 的 齐 次 Biamann~ 
互 ibert 边 什 问题。 与 它 相应 的 是 齐 次 Riemann 边 值 问题 .… 

[a + IQ G+ [edd) ib (IA 的 =0 ,EL 
(2.48) 


、 -0 : 
认 2 0 = TD 
(2,48) 式 就 可 写成 
. QT = GODOT- (DH, iEL。 国 (2.49) 
比值 问 是 的 
去 eol 吉 症 妈 和 | 
1 


志 [ag 合击] -高 bo- 的 ]* 


Zn G 十 2 


= [arg(o— %5)1]s 

是 一 个 倍数 。 这 个 数 也 称 为 Riemann-Hilbert 边 值 问题 (3.39) 
的 指标 。 . 

设 且 (@) 是 对 应 于 过 次 Riemann 边 估 问 题 (2. 49) 的 基本 解 

出 $2 的 公式 (2. 10) 知 道 , 它 为 | 
Ae™®), 0) . |z| <1, 
(4) 一 -| As—*@T®), | >1。 

其 中 4 为 不 等 于 零 的 任意 常数 , 而 


1 rg! dt 1 9 QL ar 


2 T—% 


这 里 的 ol et] 


是 在 五 上 满足 了 5lder 条 件 的 实 函数 。 因为 当 rE 五 时 ，|z| = 也 
又 |GG)|=1 所 以 In|s™*G(z)|=0, 7rET 于 是 


T() = 和 [a QC or。 2. 于 ) 


(2.50) 


下面 计 算 也 (的 : 丧 宪 义 ( 人 2. 和)， 并 注意 到 (5) 是 实 函 烤 , 从 


(2.51), 得 

r=- 式 -| Lo dz 
因为 在 单位 回 周 工 上 有 

v=?, = 之， 本 -一 芭 ， 


所 以 你 “8) = 避 = 1 | Qt or 一 ie 人 一 一 名 | 


其 中 | QG) yoi 去 Q(er) dp 


2 . T 
是 一 个 实 常数 。 
这 样 , 由 (2.50), 就 有 
4erwo-ia， |g|>1; 


不 ws(2) -| Ay*er ®t |z| <。 
因此 , 对 于 所 有 不 在 上 的 点 zs 有 
XX.) 一 寺 gitax¥ (8) wr 
因为 常数 4 是 任意 的 , 取 它 为 
A~e™, 
于 是 ,就 得 出 了 具有 人 性质 站 
革 ,(2) = © i (2.52) 
的 基本 解 。 
如 果 x 关 0， 这 时 齐 次 Riemann 边 值 问题 (2. 49) 的 在 无 穷 远 
处 为 有 界 的 一 般 解 是 
Qs) = XP), 2.53) 


P(¢) =008 +ow tt0r p+0: :| (2.54) 
是 舌 次 不 超过 x 的 任意 多 项 式 。 为 使 画 数 (2.53y 能 是 齐 次 
Riemann-EHipbert 边 值 词 题 (2.39) 的 解 , 必须 而 县 只 须 满足 

0, (2) —Q(), - 


亦 即 TDP) TP) 
但 是 P ,2) 一 J C08 十 Gig 全 二 :二 B28 十 辽 


1 
EM 


再 注意 到 关系 式 (2.52), 就 有 i 
Pp, (0) = P(e),. 


i 1+468 *)， 


所 以 得 出 
Co 十 OZ 十 十 CaUArIT 十 CR 一 0 多 二 C42 十 十 cx- 22 十 ex 3 
比较 两 端 同 次 守 的 系数 ,就 得 到 
. ”~ Oh = Cu- b=0, 1, Ko . (2;,56) 
3 cx 一 4 十 ?DB 一 0 1, … 总 ， 
其 中 41、Bs 都 是 实数 ， 且 由 十 噬 一 经 ,所 以 召 ; 一 0 于是- 
一 Ft x 


这 样 一 来 ， 在 多 项 式 (2.54) 中 的 x+1 个 复 系数 co. ci, …, 0 
可 由 x 十 1 个 实数 4o，B6, 41, .Bi …， 4, 1, Bu, 4x 来 表示 ， 
按 任意 次 序 把 这 些 实数 记 为 Do，Di …，-Dz .9 

于 是 , 当 边 值 问 题 的 指标 x 宇 0 时 , 齐 次 Riemann-Hilbert 边 
值 问 题 的 一 般 解 是 

$2) 一 ok) 4 DD) + .十 了 5， 
其 中 D,，Dj,…，D 是 任意 实 常数 ， 而 Bo(z)，B1 (2)，…，Dy(2) 
为 此 同一 边 值 问题 的 x 十 1 个 线性 独立 解 。 

如 果 x< 一 2， 这 时 齐 次 Riemann 边 值 问题 (2.49) 没 有 在 无 
旁 远 处 为 有 界 的 非 零 解 , 因此 原先 的 齐 次 Riemann-Hilbert 边 
各 题 (2.89) 没 有 解 。 

这 样 , 可 以 把 前 面 的 论述 归结 为 下 面 的 定理 ; 

定理 2.4 齐 次 Riemann-Hilbert 边 值 问题 当 其 指标 -xz20 
时 有 x 十 个 线性 独立 解 , 边 值 问 题 的 所 有 和 解 的 全 体 由 公式 

2) = 玉 (2) (60¢* 二 C021 十 .… 十 C0.1% 二 Cn) 
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给 出 , 其间 pb 入 ，…，ox 是 服从 于 条 件 (2.55) 的 任意 复 常数 ， 而 
及 是 相应 的 齐 次 Riemann 边 值 问题 (2.49) 的 基本 解 ， 它 满足 
条 件 (2.52)。 当 x 志 一 2 时 ， 齐 火 Riemann-Hilbert 边 什 问题 没 
有 解 。 

再 考虑 非 齐 次 Riemann_Hilbert 边 值 问题 (3.39)。 为 了 求 
出 这 个 边 值 问题 的 一 般 解 , 只 要 找 出 它 的 一 个 特 解 就 可 以 了 , 因为 
非 齐 次 边 值 问题 的 一 般 解 就 是 它 的 某 个 特 解 和 它 的 相应 齐 次 边 值 
问题 的 一 般 解 之 和 。 

为 了 要 找 这 个 特 解 , 只 要 求 出 相应 于 它 的 Riemann 边 值 问题 
(2.42) 的 在 无 穷 远 处 为 有 界 的 一 个 特 解 ， 由 它 按 公式 (2. 人 5) 和 
(3. 和) 就 能 构造 出 优先 的 Riemann-EHilpberf 边 值 问题 (2.39) 的 
一 个 特 解 。 另 一 方面 ， 旱 已 指出 过 ， 若 原来 的 非 齐 次 'Riemann~ 
Hilbert 边 值 问题 有 解 ， 则 相应 的 非 齐 次 Riemann 边 值 问题 有 在 
无 穷 远 点 为 有 界 的 解 。 这 样 一 来 , 对 于 非 齐 次 Riemann-Hilbert 
边 值 问 题 (2.39) 的 求解 ， 可 以 直接 用 8$ 2 中 关于 非 齐 次 Riemann 
边 值 问题 的 已 知 结果 。 

先 假设 边 值 问题 的 指标 x>0。 这 时 ， 非 齐 次 Ripmann~ 
Hilbert 边 值 问题 (2.39) 总 是 可 解 的 , 它 的 一 般 解 线性 地 含有 “十 
工 个 任意 实 常数 。 下 面 讨论 它 的 特 解 形 式 。 

的 至 并 Re 过 人 问题 C 有 特 

x2} = Xl ( 
2 人 9 二 | s Fa 5 Ca 2.56) 
因而 按 公 式 (2 . 7 就 入 到 原先 的 非 齐 次 Riemann— Hilbert 边 值 
问题 (2.39) 的 一 个 特 解 ， 


Be) -二 (2 人 上 2.()。 G.57) 
下 面 计算 0, (z) : 因为 
于 ,() 一半 (2)， 
XH) = (有 一 大 三- 有， i 
并 注意 到 站 (5 的 定义 , 即 
。71 。 


(@() 一 记 ( 引 ) 子 - OO De : 
由 (2.46), 从 式 (2.56) 得 | :1 
. 60dt . i 
09.0 a ,DIT 
OPS } 
[OCT 
t-*e(t)at 
x [a To] Xa 
”tea }. 
8 jz [alt) ob TIT 
(2.58) 
把 式 (2.58) 代 入 (3. 5), 就 得 出 非 齐 次 Riemann-Hilbert 这 信条 
题 (2.39) 当 指标 x>0 时 的 一 个 特 解 : 


一 人) 


~ 


.40 elt)at | 
$0) = | [GT ON Ca 


x t*o(t at 
OE TO ION } 
(2) t-*eti) at 


3 | EOFT7OI EOI 
再 假设 边 值 问题 的 指标 w< 一 2。 这 时 ， 非 齐 次 Riemann_ 
了 Hilbert 边 值 问题 (2.39) 一般 说 来 无 解 ， 为 使 它 有 和 解 ， 必 须 而 且 只 
须 边界 值 条件 中 的 系数 和 自由 项 满足 (x 十 1) 个 可 解 性 条 件 


tr-io (人 at 上 i 
|, fa) + TRF 0, b=1, 2, », 1。 
(2.59) 


当 这 些 可 解 性 条 件 (2.59) 满 足 时 , 边 值 间 题 有 唯一 的 解 , 它 可 表示 


为 
2X( 的 ol .. 
B02) 一 一 一 | IOFOTO TY (2.60) 


其 中 区 (是 相应 的 齐 次 Riemann 边 值 问题 的 基本 解 ， 服 从 了 嫂 条 
件 (2.52)。 事实 上 ， 当 * 和 一 2 时 ， 相 应 的 非 齐 次 Riemann 边 值 
问题 (2.42) 在 可 解 性 条 件 (2.59) 满 足 之 下 有 唯一 的 解 Ce)， 它 可 
囊 为 (3.60) 式 。 如 果 能 够 验证 42.60) 式 确定 的 函数 盏 (x)， 当 可 解 
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性 条 件 (2.59) 成 立时 满足 条 件 (2.43)， 则 它 就 是 原先 韭 齐 次 
Riemann-Hilbert 边 值 问题 (2， 39) 的 解 了 。 下 面 就 验证 ， 
(2.60) 确 定 的 函数 瑟 () 在 条 件 (2.59) 下 满足 


瑟 (一 下 (2)。 
、 一 闷 , (人 ca 
oD, c= 四 TN 
接 定义 全) Th 上 [ed -HOTT) 
一 -十 如 内 有 - 
2 zo|, [oO -tt (t—2) 
但 是 , 当 #EL 时 
[a — 好 人 及] ET = [a — bPY- (2) 


一 一 [eC) 十 馈 人 有] 态 系 + 人 人， 


所 以 (#2) pe @g 信 


加 二 | (的 用 } 
[oC + XT 1" 
又 | og te (tat 
L ONEXOLE S07 Jr [9(0) + (DX (和 圭一 功 
-| t-*-1z6 (tdt 
L OFTLION OT 2) 
xO| let)at 
[a(t) +ob jE (t—2)" 
2 Xx—1 包 t*+1 x 
因为 2 


代入 上 式 右 端 , 就 有 


下 La (bd 
0) -XO 3 | (3) CIOET TO SAO 
2 “c(t)at 
下 OECD 
注意 到 本 解 儿 条件. 59), 上 式 右 端 前 一 人 机 全 于 办 因此 
就 得 出 
一 许多 (Da 
五 (了 Jon 和 or GD(2)o 


(0)] 70 Ga) 
这 就 是 所 要 验证 的 。 


所 以 。 (一 上 


。73 。 


上 面具 是 讨论 了 单 连通 区 域 的 Riemann-Hilbert 边 值 问题 
的 求解 ,对 于 多 连通 区 域 的 情形 ( 见 论文 吕 习 ), 讨论 要 复杂 一 些 ， 
在 后 面 第 七 章 中 的 第 一 部 分 里 将 讨论 它 。 

对 于 解析 函数 ， 还 可 讨论 其 他 类 型 的 边 值 问题 ， 请 参阅 专车 
[2]、[3]、 [12] [13] 和 论文 [1 和] 等 , 也 可 把 这 些 边 值 问题 推广 到 更 
广泛 的 函数 类 上 进行 讨论 ， 请 参阅 专著 [69] 、 [四 ]、[83] 、[84] 等 以 
及 论文 [13] [19] 、[20] 、 [26]. [29]、 [341、 [32] 、[461. [59] 、[62] . 
[63]、[64] 、[684 [67] 等 等 , 还 可 以 在 其 他 一 些 函数 类 上 讨论 相应 
的 边 值 问题 的 求解 ， 请 参阅 论文 [21] 、[30] 、[33] 、[34] 、[35]、 
[86]. [87]. [38]. [39]. [40] .41]. [42] ,743]. [44] , £45]、 [47]. 
[48] [49] [51]. [52]. [53] .[54] 、[55] [56]. [57]、 [58]. [60]. 
[61]、[66]、[68] 等 以 及 专著 [15]、[17]. [13]、[16]、[82] 等 等 。 


§7 Schwartz 公式 


设 区 域 D* 是 单位 圆 盘 |s| <1, 工 是 单位 圆周 1z| =1。 考虑 
如 下 的 特殊 了 iemann-Hilbert 边 值 问题 : 
要 求 一 个 在 区 域 Dt 内 解析 ， 连 续 到 边界 上 上 的 函数 全 (2)?» 
使 在 卫 上 满足 边界 值 条 件 
Re5s)=f0), tEL, (2.61) 
其 中 了 (人 是 给 定 在 五 上 对 连续 实 函 数 。 
解析 函数 的 实 部 是 一 个 调和 函数 ， 因 此 这 里 所 说 的 特殊 
Riemann- 瑟 i 计 bert 边 值 问题 就 是 一 个 关于 调和 函数 的 Dirichlet 
问题 。 | 
边 值 问 题 (2.61) 是 上 节 已 讨论 过 的 Riemann-Hilbert 边 值 
问题 当 6( 人 一 汪 5 的 一 0，eG =f (2) 的 特殊 情形 ， 与 它 相 应 的 齐 
次 Riemann 边 值 问题 是 
Qt FQ-0) =0, tEL, 
从 而 GO =—1, x=0。 
选取 对 教 函数 In(f*G 人 的 ) =In( 一 1) 的 一 支 , 使 In( 一 1) =mi, 从 


se 74 . 


IT'(z) wr | ln Pas . 


_if -a 于 -他 , 当 | 相 一 工时 


“了 0 当 | 引 > 工 时 。 
所 以 这 个 边 值 问题 的 基本 解 是 四 
A, 1 时 ; 
x@-{- 当 | 外 一 工时 ; 


| 4 当 上 > 半 
这 里 4 是 任意 常数 。 为 决定 这 个 党 数 有 
QD) ~arg(tQ (0) =m, 


因此 得 0 三 [| Qn dr = 六 
从 而 4= oh 
于 是 边 值 问题 的 基 : 本 解 是 
f% 当 ja) <1 时 ; 
= 一 2 当 Iz|>1 时 。 


这 样 一 来 ，(2.61) 的 齐 次 边 值 问 题 的 解 为 ice，c 是 任意 实 常 
数 , 因而 非 齐 次 Riemann-Hilbert 边 值 问 题 (2 .61) 的 解 为 


oo) -二 | TO | A. d+ 


了 了 一 


__ a . 
-Ot (2.62) 


这 就 是 著名 的 Schwartz 公式 。 这 个 公式 表明 : 只 要 知道 解析 函数 
的 实 部 在 单位 图 周 上 的 值 fG) ， 则 这 个 解析 函数 在 单位 圆 内 除 一 
个 纯 虚 数 之 外 是 完全 确定 的 , 它 由 公 丈 (2.62) 表 达 。 “* 
在 公式 (2.62) 中 , 计算 出 它 的 实 部 
uw WD- we 二 J40 千 对 


记 
记 s=z+ 动 =rew ti 一 es 于 式 就 可 以 化 为 “ 


i0 1—r2 
i 


这 就 是 给 出 单位 圆 上 调和 函数 的 Diriobhlet 问题 的 解 的 Poissen 公 公 
式 。 

下 面 讨论 广义 Dirichlet 问题 ， 

在 单位 圆 称 DBD? 内 求 画 数 刀 (2),， 它 在 D+ 内 除 某 个 点 zo 外 处 
处 是 解析 的 ， 点 zo 是 它 的 nn 级 极点 ， 连 续 到 单位 圆周 荆 上 , 在 工 
上 满足 边界 值 条 件 . 

Re (ge)|z 一 让 (s) ， (2.6 63) 
其 中 f(s) 是 给 定 在 五 上 的 连续 实 函 数 ,s 是 工 上 的 点 的 弧 举 标 。 
f(s) =0 站 下 形 站 得 到 齐 次 边 信 且 类。 
不 妨 设 点 如 = 
先 考 罕 次 过 人 问题 找 这 个 问题 的 形 如 


QG) = > Cr 
的 解 , 其 中 ex 稍为 待定 常数 ， 把 它 代入 边界 值 条 件 ReF (%) lr=0, 
就 得 到 
Re(S Cueizp ) 一 0。 
记 ex 一 az 十 go 由 上 上 式 得 - . 
,Srcos py Pisin hp) =0, 
从 而 有 0o0 二 0, k= — Op B_s=B (有 一 二 2 ”” 多 )， 
0 一 应 一 0 (b=nt+l1, nt+2, .…), 
即 
‘00 =%Bo, 2- 一 wz 十 -一 一 om 二 2 一 0 (Lh=1, 2, .., nn)» 
”60 (b=ntl1, n+ .)。 
这 样 就 得 出 了 齐 次 边 值 问题 的 解 为 | 
Q(z) =%Bo+ b> (os 一 Be。 
其 中 Bo 为 任意 实数 , ex 为 任意 常数 。 
再 考虑 非 齐 次 边 值 问题 (2.63) 。 记 


t+z at 
Sf= yO 一 本， 


它 在 区 域 Dt 内 解 祈 ， 在 圆周 研 上 其 实 部 取 值 GD)， 于 是 ， 函 数 

罗 ( 的 一 丰满 足 章 次 边 值 问题 的 条 件 , 因而 由 上 面 所 述 得 
T(s)—8f =Q(), 

即 非 齐 次 边 俯 问 题 (2.63) 的 解 是 , ，。 ， 


1 ts dt sso 
2 一 2 [10s 全 二 多 


| : 7 
1 + 高 (op -wD 和 (2;64) 


ey 
的 


.区 


第 三 音 Cauchy 核 奇异 积分 方程 


在 < 积分 方程 论 及 其 应 用 > 一 书 中 , 曾经 指出 , 对 于 线性 积分 方 
稚 如 果 积 分 区 域 是 有 限 的 ， 核 又 是 弱 奇 性 的 ， 则 有 Fredholm 诸 
定理 成 立 。 还 举例 说 明了 如 果 职 分 区 直 无限 的 ， 误 者 核 有 -一共 


这 二 章 中 讨论 在 力学 让 有 重要 应 用 的 一 类 带 有 Cauchy 核 的 
奇异 积分 方程 ， 利 用 前 面 揭 结果， 建立 相应 于 通常 积分 方程 的 
Fredholm 诸 定理 的 一 系列 结果 , 即 Noether 理论 。 


$1 基本 概念 和 记号 


设 卫 = ZoT 且 十 … 十 mm 是 +1 条 互 不 相交 的 光滑 团 围 道 
所 组 成 的 积分 曲线 ,Lo 含有 其 它 的 条 荆 (j 一 1，…,， mm) 在 其 内 
部 。 工 所 围 成 的 m1 连通 区 域 记 为 D', 以 及 表示 及 二 了 对 
全 平面 的 余 区 域 。 工 的 正方 向 是 指使 区 域 D* 恒 位 在 左边 的 方向 
《 见 图 2.4)。 

考虑 具有 Cauchy 核 的 奇异 积分 方程 


Kp=a(Dp(D) + | EE pref lh), (3.1) 


其 中 已 、 开拍 7) 和 0 禾 是 给 定 在 工 上 满足 H6lder 条 件 的 函 
数 ， 积 分 是 按 Cauchy 主 值 意义 理解 的 。 奇 异 积 分 方程 (3 .1) 的 左 
端 是 加 在 未 知 函数 9 人 人 上 的 运算 ,我们 以 记号 KK 表示 ,， 称 为 厅 异 


积分 算 于 或 简称 奇异 算 子 。 项 全 他 z) 为 此 奇异 积分 方程 或 奇 
异 算 子 的 核 。 为 简便 起 见 ， 仍 称奇 异 积分 方程 为 积分 方程 ,或 更 得 
.TA 


便 地 称 为 方程 
记 KG _EG -Et 从 二 生地 D ， 
K(t, 了) 一 EG. 


且 记 E(t, ) =2(), bd, Z) 一 5 二 加 


则 积分 方程 (3. 才 可 写 为 
Epa + Lar 


a0 plar -f(s (3.2) 


按 假 设 ， 函数 5( 人 在 荆 上 满足 Holder 条 件 ， 而 应 数 8G 7) 除 点 
1=t 外 也 在 卫 上 满足 豆 6lder 条 件 , 在 点 t=7 附近 , 有 和 信 计 式 


|#C, 可 | 0<h<1 


成 立 ， 其 中 4 为 正常 数 。 如 果 544) 二 0, 即 算 子 及 中 不 出 现 奇异 
积分 ， 则 方程 (3.2) 就 是 具有 弱 奇 性 核 的 Fredholm 型 积分 方程 ， 
这 样 的 积分 算 子 称 为 正则 算 子 或 了 redholm 型 算 子 。 

积分 方程 (3.2) 称 为 完整 的 奇异 积分 方程 , 这 里 的 “完整 ”是 指 


这 个 积分 方程 中 除了 表征 一 阶 奇 性 的 项 | 2 CC- dr 外 ， 还 全 有 蚤 
奇 性 的 项 | ,b(t，z)g(w)dr， 后 者 称 为 此 完整 积分 方程 的 正则 半 
分 。 称 e 人 和 了 (为 此 积分 方程 的 系数 。 如 果 方程 (3.2) 中 的 自 
测 项 f(t) 二 90, 就 称 为 齐 次 积分 方程 。 否则 ， 称 为 非 齐 次 积分 方 
程 。 . 

对 齐 次 积分 方程 ， 如 果 除 便 为 零 的 函数 外 ， 它 没有 其 他 的 解 ， 
我 们 就 说 这 个 方程 没有 解 , 或 者 说 它 是 不 可 解 的 。 

表示 式 Kp=a(Dp(D) + | 2 ar 


称 为 奇异 算 子 玉 的 特征 部 分 ; 算 子 政 " 称 为 天 的 特征 并 子 ; 积分 
方程 | 
Kp= F(t) | (3.3) 
称 为 奇异 积分 方程 (3.2) 的 特征 方程 。 
ee 79. 


将 积分 方程 (3.1) 中 的 核 兰 亿 于 ( 包 括 奇 性 部 分 二 -0 和 
正则 部 分 6%) ) 的 变量 # 和 "的 位 置 互 换 ， 并 以 En 
方程 的 核 , 得 到 

K'y=a()y (0) 4 UDP) ar 


T—t 
二 人 Dp (rar Rb (3. 
称 为 积分 方程 (3.2) 的 相 联 方程 或 先是 方程 。 慌 ' 称 为 奇异 算 了 于 到 
的 相 联 篆 子 或 转 墨 算 子 。 显 然 , (K”)' 一 四 
特别 是 , 特征 方程 (3:3) 的 转 置 方程 为 
Evy=a yD) -S| bab) (3.5) 


LT—t 
算 子 政 " 称 为 特征 算 子 民 ? 的 相 联 特征 算 孙 。 这 里 要 指出 的 是 ， 
算 子 K” 一 般 来 说 不 同 于 相 联 算 子 下 的 特征 算 子 五 " 因 按 定 
义 , 后 者 为 四 
Kp=a(dYD — | 业 Te or。 


往 后 总 是 在 满足 HOlder 条 件 的 画 雪 类 让 来 奇异 积 入 程 的 


解 。 


$ 2 特征 方程 的 求解 和 解 的 表达 式 
。 我 们 先 对 一 半 锐 入 间 的 奇异 积分 方程, 即 特征 方程 
Kp=a(p + Of, 2 gf0) 8.3) 
直行 未 解 把 它 妆 续 为 Riemann 边 信 辣 是 给 出 这 个 视 分 方程 的 


解 的 明确 表达 式 。 , 1 
引进 由 Cauoby 型 积分 表示 的 分 决 解析 函数 
(2%) — ;|, Pr) dr， (3.6) 


它 的 密度 的 是 所要 求 的 特征 方程 的 解 。 
四 8 四 


按 第 一 章 § 3 的 CoxcaEIE-Plemelj 公式 代 .21)， 有 
pO 一 下 (个 一 及- 的 i€L, 


(8.7) 
,d= B+) +G-), 1EL, 


mo 


把 它们 代入 积分 方程 (3.3), 且 关 于 1 人 解 出 , 就 得 知 出 (3.6) 式 
表示 的 分 块 解析 半数 2B(z) 应 是 Riemann 边 值 问题 
B+ =GDB G+g90, iEL +: 3.8) 


OR 1M 
的 解 ' 这 里 9 人 -90 二 0 30) + 


这 样 ， 就 把 原先 的 积分 方程 (3.3) 的 求解 归结 为 Riemann 边 
值 问题 (3.8) 的 求解 ， 得 到 后 者 的 解 画 (s) 后 ， 由 (3.7) 式 揭 第 一 式 
就 得 出 原先 积分 方程 的 解 p( 信 。. 这 里 要 注意 的 是 ， 由 《8.6) 式 可 
知 ， 所 求 的 Riemann 边 值 问题 (3.8) 的 解 必 须 满足 附加 条 件 
(co) =0。 因 此 , 只 有 Riemann 边 什 问题 (3.8) 在 附加 条 件 
7- (co) 一 0 下 的 每 一 个 解 多 (2)， 由 (3.7) 的 第 一 式 确定 出 一 个 甸 
数 g(), 如 同上 章 §$5 所 述 , $(%) 可 表示 为 形式 (3.6), 从 而 (3.7) 
的 第 二 式 也 得 以 满足 。 所 以 pb) 就 是 原先 积分 方程 (3.3) 的 一 个 
解 。 反 之 ,正如 前 面 已 看 到 的 , 特征 方程 (3.3) 的 每 一 个 解 9( 如 ,由 
(3.6) 式 对 应 着 Riemann 边 值 问题 (3.8) 的 满足 条 件 ~-(oo) =0 
的 一 个 解 多 (2)。 从 而 得 出 , 特征 方 禄 (3.3) 的 解 g( 作 和 Riemann 
边 值 问题 (3.8) 在 附加 条 件 8-~(co) =0 下 的 解 B(z) 之 间 存在 着 
一 对 一 的 对 应 , 也 就 是 说 , 这 商 者 是 等 价 的 。 

为 使 Riemann 边 值 问题 (3.8) 的 系数 Gl) 在 工 上 处 处 不 等 
于 零 且 不 为 无 穷 大 , 我 们 假设 在 工 上 处 处 有 

oa) +60) #0, of) — 050) #0, iE LD, ， (3.9) 

满足 条 件 (3.9) 的 算 子 及 ° 称 为 标准 算 子 ， 对 应 的 积分 方程 
(3.3) 称 为 标准 方程 。 不 失 一 般 性 ， 可 假设 算 子 K? 或 积分 方程 
《3.3) 中 的 系数 xD 和 2 (满足 条 件 

oa 全 一 2 的 = 
Riemann 边 值 问题 (3.8) 的 指标 


x 一 IndG 人 一 Jnd( 人 0 一 ?的 ) 


@(t) 十 0 
_ 1 et) — bt) 
- 记 [g oi 


称 为 特征 算 子 五 " 或 积分 方程 (3.3) 的 指标 。 
按照 第 二 章 $ 5 所 述 ， 当 x>0 时 ，Riemann 边 值 问题 (3 .8) 
的 满足 附加 条 件 到 〈ee) 一 0 的 一 般 解 是 


_ 五 (¢) (ea dz . 本 
0) = j, 5 + (2) Pe ao)， 


《3.10) 
其 中 总 (@) 是 相应 的 齐 次 Riemann 边 值 问题 的 基本 解 . P。-:(2) 是 
短 次 不 超过 “一 工 次 的 任意 多 项 式 。 当 x=0 时， 可 认为 Px-1(%) 
=0。 当 x<0 时 , Riemann 边 值 问题 (3.8) 一 般 说 来 无 解 , 它 有 解 
的 充分 和 必要 条 件 是 : 边 值 条 从 中 的 自由 项 9 人 满足 一 “个 条 件 


go 0 0 | 
| 0 hl 2 (3.11) 


当 这 些 可 解 性 条 件 满足 时 , 边 值 问题 (3.3) 的 解 由 (3.10) 式 令 其 中 
的 了 -1(8) 一 0 而 得 到 。 

现在 利用 (3.10) 式 按 公式 (3.D 的 第 一 式 来 作出 积分 方程 
(3.3) 的 解 。 为 此 ， 从 式 (3.10) 应 用 Coxonxp 计 -Plemaelj 公式 
全 .20) 分 别 取 当 点 z 在 区 域 D* 内 或 D" 内 趋 于 点 纶 也 时 的 极 
展 ,有 有 


B+ =X+0) 位 让 十 到 人 +Pe: 人 9 


三 的 -和 -的 -去 -开国 + 的 +Poa 的 
其 中 色 人 是 奇异 积分 


__1 g (2) dr 
轩 (W 2mo)r X(T) Tt®° 


把 (3.12) 代 入 《8.7) 的 第 一 式 得 
»。82.。 


(3.12) 


9 人 =D 一 一 人 


Lg [r+ 
-3 + XC)] 


十 [村 的 十 Pa 的] [ 琶 + 的 一 至 - G] 
及 -( 
-~ 于 [+ 3 je 


+x+ OOF- EO +P aD 


i Tt) 
-4) 1 
但 是 ey 


代入 上 式 右 端 ,得 
?0 =3[1+ Gy 


rx* Oa] BO +P 

再 在 上 式 中 代入 8 人 、9 全 和 到 的 的 才 未 式 , 并 注意 到 
有 一 2 于 ， 

以 及 上 一 章 中 的 公式 (2.38), 就 得 出 


MDE 7 
Oo 人 人 
—30() Zt) Prt), i 9.18) 
其 中 5- [a(t) +2(D] FA+D = [00 2 FO: 
BF ， 
VID .19 
而 和 
_ (7) blr) 
nls “J (vw) Goin 
1 C(T) 十 0(7) 
量 《一 杞 可。 Te- 1 


这 里 m% 是 位 于 闭 围 道 I 内 部 的 任意 一 点 ,而 
“Br MEG] . 
在 研 仅 是 一 条 简单 光滑 闭 围 道 的 情形 。 这 时 Dt 是 单 连通 区 域 ， 
© 83. ©. 


五 从 三 1。 

因为 函数 as()、5 (的 满足 条 件 (3.9》， 它 们 和 函数 了 (都 满足 
Holder 条 件 ， 因 此 基于 Caqohy 型 积分 的 极限 值 的 性 质 ， 由 
《3.13) 式 表达 的 函数 (力也 满足 H6lder 条 件 。 

按 前 记述， 这样 得 到 的 由 (8.19) 式 表达 的 桥 数 人 坊 也 就 是 积 
分 方程 (3.3) 的 解 。 在 此 解 的 才 边 式 (3.13) 中 ， 最 后 一 项 是 齐 次 
积分 方程 的 一 般 解 , 它 含有 x 个 任意 常数 ， 而 首 丙 机 村 是 非 齐 闪 六 
程 的 一 个 特 解 。 

这 样 一 来 ，(3.3) 的 齐 次 积分 方程 当 x>>0 有 时 有 % 个 线性 下 六 
解 : 

AG AOLAOLM ht 2 

记 Rf=a(t) ft) — DAO (2 J 四 a 


E ZT) Tt° 
于 是 特征 方程 (3. 3) 当 “>0 时 的 一角 和 为 
vO) Rf 直立 Cwpikt) , 
其 中 cz(5 一 局 2，……， ”是 任意 常数 。 | 
如 果 x<0, 正如 部 已 指 晶 的 ，Riemann 边 值 问 题 .(3.8) 一 般 
说 来 无 解 , 因 之 , 特征 方程 (3. 3) 一 般 说 来 也 无 解 。 为 使 它 可 解 , 必 


须 而 且 只 须 一 % 个 可 解 性 条 件 (3. 1 满足 ， 这 些 可 解 性 条 件 可 具 
体 写 出 为 


了 Dead 一 = 一 
A dv=0, k=1, 2, …， 一 x。 


当 这 些 条 件 满足 时 ， 积 分 方程 (3. 陪 的 解 由 公式 (3.18) 置 其 中 
了 PP,-1() 一 0 而 得 出 。 

综 上 所 述 ; 有 下 面 的 定理 

定理 3.1 蛮 次 积分 方程 

Kp=0 
当 其 指标 x>0 时 ,有 2% 个 线性 独立 解 : 
pr(t) BDZ (DY B=1, 2 

当 x 吃 9 时 , 没有 央 于 霖 的 解 。 非 齐 次 积 人 方程 
* 84。 


Kp=f 0) 
当 之 0 时 , 对 于 住 意 的 自 由 项 了 (总 是 可 解 的 ,其 一 般 解 - 


p(t)— Rf- 十 写 ops(t) (3.15) 


眉 性 地 依赖 于 xz 个 任意 党 常数 0 om 0 妆 x<0 时 ， 当 且 丁当 
自 由 项 小 (的 满 评 下 面 的 一 x 个 可 解 性 条 件 : 
, a fOr-0, hb 2 x. (38.16) 
， 本 一 
这 此 可 解 性 条 件 (83， 16) 满足 时 ， 和 分 分 方程 Ko=—F 中 一 的 | 
. 名 中 = 全。 
这 里 的 算 子 四 是 
二 ” MDS) ¥(%) ds 
Rf= = 一 “CO7G) 一 | ZlT) vw— 一 和 。 
次 (由 公式 《3.14) 确定 。" . 
` 作为 例子 , 考虑 积分 方程 


md, 9 


卫 TT—t 


把 它 改写 为 -| 2Cz) gr -了 9 ， 


L 7- 
这 是 特征 方程 (3.3) 中 @(8) 一 0, 5( 一 一 5 的 特殊 情形 。 这 时 
G0) = 一 出 Xp 一 0)， 
即 x=0, (FD =1, 


因而 r= 二 | 型 Im(- D jo 电 jEL, 


2 
这 里 , 取 使 In( 一 1) =ms 的 一 支 。 了 

30 = 
从 而 积分 方程 (3.17) 的 解 为 


(e 5 ©] 


oO= 一 -| 1) dr 


. ji bd 一 


-要 fC) dr (8.18) 


LT— Tt 
在 这 个 例子 里 ， 有 趣 的 是 积分 方程 (3， 17) 和 其 解 式 (3.18) 互 为 反 
注 。 这 个 例子 曾 在 第 一 章 §5 中 用 其 他 方法 讨论 过 。 

如 果 把 定理 3.1 的 结果 与 Fredholm 定理 相 比 较 ， 识 能 发 现 
奇异 积分 方程 与 Fredhotm 型 积分 方程 之 间 有 着 本 质 的 不 同 。 对 
于 后 者 , 在 齐 次 方程 有 异 于 零 的 解 的 情况 下 , 非 齐 次 方程 一 般 说 来 
无 解 ; 而 当 齐 次 方程 无 异 于 零 的 解 时 , 非 齐 次 方程 对 于 任意 自由 项 
总 是 可 解 的 。 但 对 于 前 者 来 说 , 就 不 一 样 , 在 齐 次 方程 有 异 于 零 的 
” 解 的 情况 下 , 非 齐 次 方程 对 于 任意 自由 项 也 是 可 解 的 ; 而 当 齐 次 方 
程 无 异 于 零 的 解 时 ， 非 齐 次 方程 一 般 来 说 也 是 无 解 的 。 此 外 ,对 
于 奇异 积分 方程 , 系数 4( 人 可 以 恒 为 零 ， 只 要 条 件 信 .9) 满 足 就 可 
以 求 其 解 , 对 于 Fredholm 型 积分 方程 来 说 ,如 果 积 分 号 外 不 出 现 
未 知 函 数 , 即 是 第 一 种 积分 方程 ,; 它 一 般 是 不 适 定 的 ( 见 专著 [1])。 

如 同 Riemann 边 值 问题 一 样 ， 求 特征 方程 Kp~=f( 引 的 解 
9( 仿 时 ， 主 要 困难 是 计算 出 现在 解 式 {3.18) 中 的 积分 在 一 般 情 
形 , 要 计算 这 个 积分 可 采用 近似 方法 , 但 当 积分 方程 的 系数 较 特 殊 
时 , 计算 就 可 能 简便 些 。 

例如 , 考虑 奇异 积分 方程 

Ky=(F rt DoO + 2 a 


my 五 TT—t 
4 工 
一 3_ 
2( +i+ 士 ) 
的 求解 , 这 时 
oil BOOP-tl, 


_a0D—bt) +# 
GO DT ET 
Df (#) #2+t+1 
I ar EI ° 
因此 , 相应 于 上 述 积分 方程 的 Riemann 边 值 问题 是 
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#4 二 +t 十 1 

Ti 6 (00) =0。 

这 个 边 值 问题 在 上 一 章 $4 中 已 讨论 过 , 即 边 值 问题 (2.28)。 
1?) 闭 围 道 五 是 在 其 内 部 含 硼 点 鼠 =0, 而 不 含 点 如 =1 和 

纪 一 一 工 的 任意 光滑 曲线 , 则 


28 一 2& 十 二 0 。. ， 
1 


D+() = 


T(z) = 
一 页 + 二 “ED 
其 中 。 是 任意 常 孝 从 而 原 税 分 方程 的 和 是 
pt) = 人 B+) 一 下 的 


ttl ,0 (~ +) 
PT | : 


+t2—1 i a 
B11) 多 -DD 


0 是 任意 常数 。 
2°) 闭 围 道 二 是 其 内 部 含有 点 0 ol 23 一 一 1 的 任意 


光滑 曲线 , 这 时 | 
: . » ,ZEDt, 
(2) 一 | 2 十 工 


0 9 2€ 也 -， 
从 而 原 积 分 方程 的 解 是 


OL OP OP TE 
闭 转 道 荆 的 其 它 情形 ， 可 类 似 计算 。 
§ 3 特征 方程 的 相 联 方程 的 求解 
考察 特征 方程 (3.3) 的 相 联 方程 : 
Kj=a(t) y(t) — 二 | 2 DOV) gr hls), (3.19) 
这 个 积分 方程 不 是 特征 方 各 的 形式 ， 但 在 未 知 函数 的 代 换 


w 8 


bY (3.20) 
下 ， 可 以 化 为 关于 新 的 未 知 冰 数 w(t) 的 特征 方 程 的 形式 


eg- 人 2 Grd 8.21) 
我 们 仍然 假设 条 件 (3.9) 满 足 ， 且 认为 om 的 二 2 的 一 1 这 时 ， 如 
果 从 (3.1) 确 害 出 解 m(， 根据 将 式 (3.19) 和 (3.20) 相 加 而 得 到 
的 等 式 


1 I (7) 
vt) a t+ z 全 dr+Gg)|， 


(3.22) 
就 求 得 了 所 要 求 的 方程 (8.19) 的 解 峭 (。 
引进 分 块 解析 函数 
9 人 = 过- oo 8 dr, 


L 如 一 允 


如 同上 节 所 做 的 那样 ， ey (3. 21) 化 为 等 价 的 Riemann 边 什 
问题 


+ (D+IO) 0 - GIG, 
OO Oo Ota ‘ED 


2- (oo)=0 o - (3.23) 
这 个 Riemann 边 值 问题 (3.23) 的 系数 是 对 应 于 方程 及 %p=f 的 
Riemann 边 值 问题 (3.8) 的 系数 的 倒数 , 因而 其 指标 


je (站 十 六 (人 一 0 全 
Ia 二 8 的 一 Ia 2 于 一 和 


x 是 Riemann 边 值 问题 (3.8) 的 指标 。 


因为 Riemann 边 值 问 题 K8.23) 的 齐 次 问题 积 Riemann 边 值 
问题 (8.8) 的 齐 次 问题 是 互 为 相 联 的 ,由 上 章 § 3 所 还 前 者 的 基本 


解 是 -7 ,这 里 工 () 是 后 着 的 基本 佣 。 


这 样 一 来 ，Riemann 这 值 问题 4 23)， 当 wo 人 <O) 时 
的 一 般 解 为 
. RB 。 


1 +(r) PTh(T) 
ol) = 2 区 (2) | [el(z)—06(5) (zs—?) dr 
. P,.1(2) . 
十 i (3.24) 


其 中 Ps_1(z) 是 军 次 不 超过 w 一 1 次 的 任意 多 项 式 ( 当 允 =0 时 ， 
认为 Pz(g) 二 0)。 当 ww 之 0( 即 4 汪 0) 时 ,如果 满 足 可 解 性 条 件 


FIT TDR) Gigs 0 bl, 2 一 多 
rr Gorm) ’ 
(3.25) 
则 边 值 问题 (3.23) 就 有 解 , 它 由 公式 (3. 24) 中 令 Pv_:(g) 一 0 而 得 


如 同上 节 所 做 的 那样 , 当 x >0 时 , 由 式 (3 .24) 就 可 得 出 积分 
方程 (3.21) 的 解 w( 引 ,再 利 用 式 (3.22) 就 可 得 到 原先 积分 方程 
(3.19) 的 解 业 ( 妨 , 它 可 表 为 


v= Rh 人 ， (3.26) 


其 中 算 子 EB& 
Rh=a()h0) + 


T—t 


是 上 节 里 算 子 BB 的 相 联 算 子 ，Qvw 一 是 时 次 不 高 于 x 1 次 的 
任意 多 项 式 ( 当 w= 二 0 时 ， 认为 Qi 二 0), 而 4 的 是 上 节 中 由 
(3.14) 式 确定 的 函数 。 如果 x 二 0, 为 使 积分 方程 (3.19) 可 解 ， 必 
须 而 且 只 须 满 是 由 (C3.25) 得 到 的 一 x 个 可 解 性 条 件 


| Hig (RODE dO kl 2,.., —H, (83.28) 
在 这 些 条 件 满足 时 ， 积分 方程 (3. 19) 的 链 禾 二 可 由 公式 (3. 29) 令 


其 中 @v-:(D) = 0 而 得 到 。 
由 公式 (3.26) 看 到 , 当 x> 0 时 , 项 民力 是 积分 方程 (3.19) 的 
一 个 特 解 ,而 项 -其 是 为 相应 齐 次 积分 方程 "一 0 的 一 般 
解 , 它 含有 个 任意 常数 。 因 为 这 个 齐 次 积分 方程 有 个 线性 独 
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立 解 
xr(f) = ey- b=1, 2, 
从 而 积分 方程 (3. 19) 当 w>0 时 的 一 般 解 (3. 26) 可 写 为 
VD = Rh+ 加 crpy, 
其 中 6x 为 任意 常数 。 当 x 过 0 时 , 积分 方程 (3.19) 一般 说 来 无 解 ， 
它 有 解 的 充分 和 必要 条 件 是 一 x' 个 可 解 性 条 件 (3.28) 满 足 ， 在 这 
些 条件 满足 时 , 积分 方程 (3.19) 有 了 唯 一 的 解 VQ) =R%。 
综 上 记述 ， 并 注意 x/ 一 一 x， 就 有 下 面 的 定理 . 
Kp=0 
当 其 指标 x'>0 即 x 过 0 时 , 有 == 一 x 个 线性 独立 解 
DZ 8 一 1，2 一 5i; 
当 X00 即 x 之 0 时 没有 出 于 宁 的 解 。 非 齐 次 积分 方程 
Ky =h() 
当 x“ 关 0 即 x<0 时 ,对 于 任意 的 自由 项 天 (的 必 有 解 , 其 一 般 解 
v0) = Bh+ LO 
线 ， 注 地 依赖 于 尼 一 一 x 个 任意 常数 Cp, (8 一 二 …，w%')， 其 中 奇异 算 
子 R' 由 式 (3.27) 确 定 ; 当 mi <0 即 wx>0 时 , 当 且 仅 当 自由 项 满足 
下 面 的 一 x' 一 x 个 可 解 性 条 件 
[phat=0, hl, 2, 1) 
时 才 有 和解 ,其 中 
pr = ZO b=1, 2 ., xo 
当 这 些 条 件 满足 时 , 积分 方程 及 吊 一 h(t) 有 唯一 解 四 G0) =BR'h。 
把 上 节 的 定理 3.1 和 这 里 的 定理 3.2 结合 起 来 考虑 ， 可 以 得 
到 下 面 的 两 个 重要 推论 : 
推论 1 关 x<0 时 , 非 齐 次 特征 方程 
到" 一 
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有 解 的 充分 和 必要 条 件 是 ， 此 方程 的 自由 项 的 与 特征 方程 的 相 
联 齐 次 方程 RK" 小 =0 的 一 “个 线性 独立 解 
-二 
D0 (BD) 
友 乘 积 的 积分 等 于 震 
人 DGDa=o Fl, 2 — 

这 个 结论 有 些 类 似 于 Fredholm 理论 中 的 一 个 结果 。 

推论 2 以 数 亡 和 分 别 表示 齐 次 特征 方程 K%p 一 0 和 其 相 
洋 齐 次 方程 KK 一 0 的 线性 独立 解 的 个 数 ， 划 

Ek—hk’=x, 

:这 里 % 是 奇异 算 子 及 ' 的 指标 。 

事实 上 , 如果 x 之 0, 则 四 =x 及 一 0 如 果 x<0, 则 

b=0, bk’=— Xo - 

这 两 个 推论 对 一 般 的 完整 奇异 积分 方程 也 蚌 成 立 的 ， 它 们 是 
往 后 要 建立 的 关于 Qauchy 核 奇 异 积分 方程 的 Noether 理论 的 特 
殊 情 形 。 1 

在 这 里 ， 可 看 出 奇异 积分 方程 与 Fredholm 型 积分 方程 的 差 
别 之 一 是 ， 章 次 特征 方程 和 其 相 联 齐 次 积分 方程 总 是 不 同时 可 解 
《 即 有 非 零 解 ) 的 。 当 x==0 时 , 这 两 个 相 联 的 齐 次 积分 方程 都 不 可 
解 。 而 当 w 关 0 时, 这 两 个 方程 中 具有 正 指 标的 一 个 积分 方程 才 是 
可 解 的 , 而 另 一 个 积分 方程 就 不 可 解 , 因而 它们 的 线性 独立 解 的 个 
数 并 不 相等 。 


$4 完整 奇异 积分 方程 的 正则 化 


在 上 面 两 节 中 ， 对 于 最 简单 形式 的 奇异 积分 方程 ， 即 特征 方 
程 , 讨论 了 它们 的 求解 , 得 到 了 解 的 表达 式 , 解 可 表 为 有 限 形式 ,下 
画 转 入 研究 完整 奇异 积分 方程 的 求解 问题 ， 主要 途径 是 通过 某 奇 
异 算 子 的 乘积 运算 ， 把 完整 奇异 积分 方程 化 为 Fredholm 型 积分 
方程 。 这 种 方法 称 为 奇异 积分 方程 的 正则 化 法 。 


es DOl 。 


设 给 定 两 个 奇异 积分 算 子 
Ko=a(d)o() + EE ola, 


Ksw=02(t) w(t) + 十 |, Esl ©) wT) dr, 


其 中 ， 假 设 色 ( 提 、aa(t)、 民 1(t 57)、Kslt, 四 都 满足 豆 6lder 条 
件 。 对 Kip 施行 运算 RK,, 得 Ks(K:9) ; 记 为 . 
Fo=K,(K:g) ~ KsKip, ” 
称 算 子 五 为 两 个 奇异 算 子 Ki 和 Ks 在 所 指 次 序 下 的 乘积 。 则 有 
Kg- 本 Kip=oG)[aO + 十 | 全 全 Ki(t, 7) pair] 


T—#t 
十 工 Kt, 5) 
mJL 了 一 中 
x [me 人 二 太 | SE ean 
(3.29) 
这 里 要 注意 的 是 . 奇异 积分 算 子 的 乘积 一 般 说 来 不 满足 乘法 交换 
律 , 即 KsK, * KiK;, 
现在 确定 算 子 下 的 特征 部 分 。 为 此 ， 把 (3.29) 式 中 的 各 个 积 . 
分 分 别 改 写 为 ” 


| Kh 7) pv)adr= Ki, | 2 2 dr 


+ El DK b) oa 


| at Doce. gi(t) Kalt, D)|, 2 2 dv 


+ EOL OD EAOL A 
工人 Kat 7) 1 1 {I Ev 71) 

计 一 7 sr | 一 p (zc 
ut dEK1(t, i) 9 (t) 

Klt, 5¢) Kils, 71) 


有， 


1( ， 1 
tj) 而 


在 央 后 一 -4 个 等 起 中 ， 和 用 了 和 句 圭 说 5 的 Poinoar6-Pertirand 换 
“在 上 而 三 个 多 趟 中 前 而 而 个 等 式 的 右 端的 第 二 个 积分 的 所 
在 点 ?=t 处 的 奇 性 的 阶 均 小 于 1, 即 这 两 个 等 式 右 端的 第 二 个 积 
分 都 是 弱 奇 性 的 。 这 可 由 假设 及 (7), m1(7?)Rs(b, 7) 都 满足 
Holder 条 件 而 大 出。 以 下 证 明 ， 上 面 第 三 个 等 式 右 端的 积分 的 柜 
也 是 如 此 ， 即 要 证 明 
| Eat, 7) Ki1ls, v1) doo kia(t, T1) 
Lz (ma 一 7T)(z 一 芒 |t—z1|* 
-其 中 0 和 < 二 而 加 2C4, 1% ) 是 满足 H5lder 条 件 的 函数 。 事 实 上 ， 
函数 卫 心 mm 4) 一 下 s(t，w) Ki(z，) 按 假设 满足 了 H61der 条 件 ， 
又 ， 国 . 


FU, tT, T1) _ . 了 了 
|， (ri 一 习 ) (全 一 人 二 |， 


-| es 


Mt, tT1) — Malt, m1) 
T1—t 
其 中 Mi (st, T1) -| LED Ta, 
Mah wy) =|, LE .de, 

由 第 一 章 $4 中 的 推论 2 知道， 函数 MG zw) 和 以 a， 却 ) 均 满 
足 Hélder 条 件 ， 且 显 然 有 Mi(t, 四 = Mo(t, 四， 因而 论断 得 证 。 

记 吓人 一 开 : 坟 下， 办 一 下 as 二 t。 把 奇异 算 子 Ki 和 Ks 
写成 区 分 出 特征 部 分 的 形式 


Kip=0 (tp (0) + bt) | 2 pn) ds 


T—# 
+ hls wp)dr, 
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Ko=0st) ot) + A 2 I 


十 | ,hab Pov) dr 


两 个 奇异 算 子 五 和 Ks 在 所 示 次 序 下 的 滋 积 = ;Ki 的 特征 
部 分 为 
Kp= (KsKi)’p= [ta(t) a (从 十 Da( 失 Di( 的 ]P (的 
+ [B00) + BW), 2 dr。 
记 AOE TAOLAORAAOGLAOE | 
B08) =aa(t) b(t) + bt) alt), 

于 是 奇异 算 子 K? 的 系数 4( 引 、5( 引 只 依赖 于 算 子 Kl 和 Ks 的 特 
征 部 分 , 而 与 它们 的 正则 部 分 无 关 , 且 它 们 关于 足 标 1 和 2 是 对 称 
的 。 因 之 , 两 个 奇异 算 子 Ki 和 Ks 的 乘积 的 特征 部 分 与 薪 积 的 次 
序 无 关 , 也 就 是 说 


(3.80) 


(KK;)°~= (KK )", 
对 应 于 特征 算 子 下 "一 (及 :有 "的 Riemann 边 值 问题 的 系数 


OCTOE AOLCAOEAOD 
50TECD 《oO 于 pa(D) at 人 于 和) 


一 Ga 人 Ga 人 ， (3.31) 


02(t) — Dal) 一 三 (的 
0 a Tb) Oa) TB) 


分 别 为 对 应 于 特征 算 子 K3 和 FK? 的 Riemann 边 值 问题 的 系数 。 
及 ao nz 和 xs 分 别家 示 特 征 部 分 (KsK1)”，K3? 和 KK 的 指标 ， 则 
由 (3.31) 式 得 出 
X=Xl 十 X20 (3.32) 
奇异 算 子 K=— KK 的 完整 形式 为 


Kp~ KkKw= =o)p0 + | 2 a 


+|， k(t, TP vA, 


。 04 。 


其 中 系数 4 人 人 和 5( 人 由 公式 (3.30) 确定 ， 而 8 中 是 弱 青 性 的 ， 
它 的 具体 表示 式 也 可 写 出 , 因为 后 面 并 不 用 到 它 , 在 此 从 咯 。 

因为 奇异 算 子 KsKi 和 KK 的 特征 部 分 是 相同 的 ， 因 此 它 
们 只 相差 一 个 正则 部 分 。 

假设 给 定 奇异 积分 算 子 Ki 和 Ka, 而 奇异 算 子 及 是 这 样 的 : 
它 使 算 子 有 KsKi 是 Fredholm 型 算 子 ( 正 则 算 子 ), 即 在 算 子 KaKi 
中 的 5() 二 0。 这 时 称 算 子 Ks 为 对 于 奇异 算 子 民 的 正则 化 算 子 。 
显然 ,车 KsK& 为 Fredholm 型 算 子 , 则 KiKs 也 是 如 此 , 因 之 , 如 
果 Ks 为 Ei 的 正则 化 算 子 , 则 Ki 也 是 Ks 的 正则 化 算 子 。 

下 面 求 正则 化 算 子 的 一 般 形 式 ， 

由 定义 , 为 使 KsKj 为 Fredholm 型 算 子 ;必须 使 外 (三 0, 由 
(3.30) 式 , 即 应 有 等 式 

CAGOLAOELAGLY 人 -0 
成 立 , 由 此 推 得 
Qt) = 0 (t), 9390) = — ub 0), 

这 里 u( 力 是 满足 H5lder 条 件 的 且 不 为 零 的 任意 函数 。 

因此 , 对 于 奇异 积分 算 子 


FEp=agOpO+2G | CD a 


+| 下 ( 坟 7)J0(7)dz (3.33) 
的 正则 化 算 子 的 一 般 形 式 是 
Kos=al)u()ol) 一 -人 | OW) gr 


Lr T+ 
+ Fs olw) et 8.8) 


其 中 和 人 中 是 任意 的 弄 奇 性 术 而 (为 是 满足 Halder 条 件 的 任 
意 画 数 。 

所 以 , 对 于 任何 一 个 形 如 (3.38) 的 具有 Cauchy 核 的 标准 型 

( 即 a2( 人 ) 一 (i) #0) 的 奇异 积分 算 子 下 , 必 存 在 形 如 (8.34) 的 无 

穷 多 个 正则 化 算 子 食 , 它 前 特征 部 分 依赖 于 一 个 满足 Hilder 条 
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件 的 任意 函数 v( 轨 , 且 含有 任意 的 正则 部 分 的 核 55 r)。 

因为 Fredholm 积分 算 子 的 指标 等 于 零 , 由 (3.32) 式 即 知 , 如 
果 KiKs( 或 KsK) 为 Fredholm 算 子 ， 则 算 子 至 : 和 和 K, 的 指 标 
的 绝对 值 相等 而 符号 相反 ， 即 奇异 积分 算 子 的 指标 与 其 正则 化 算 
子 的 指标 绝对 值 相等 而 符号 相反 。 这 个 结论 也 可 由 正则 化 算 子 企 
的 一 般 表达 式 (3.34) 直 接 推 出 , 因为 算 子 宣 所 对 应 的 Riemann 边 
值 问题 的 系数 

Gl) = 6G) wfalt) -+00 1 


a 4) vladt) bl GG)? 
利用 由 式 (3.34) 所 表示 的 正则 化 算 子 仿 中 画 数 w(t) 和 核 
E(t, 7) 的 任意 性 ,我们 总 可 以 适当 选取 这 些 函数 ， 使 得 正则 化 算 
子 具 有 较 简 单 的 形式 。 例 如, 在 式 (3.34) 中 , 令 ut) 一 1, F(t, 5) ~ 
0, 那 末 正则 化 算 子 农具 有 形式 


KE Ko= =e()o(D £0 2 dr。 
又 例如 在 式 (3.34) 中 取 

ult) =1, 7 7)—— 
那 末 正则 化 算 子 从 具有 形式 

Ks Kralt) olt) — 二 | es) gn, 


这 样 两 种 最 简单 形式 的 正则 化 算 子 K” 和 天 Kv 在 后 商 经 常 要 用 
到 。 

因为 奇异 积分 算 子 的 乘积 中 乘 子 的 次 序 是 重要 的 ， 记 以 有 两 
种 不 同形 式 的 Fredholm 型 算 子 及 定 和 福 K。 在 前 一 种 情形 , 称 
算 于 宪 为 算 子 区 的 右 正则 化 算 子 ; 在 后 一 种 情形 ， 称 算 子 人 为 
. 算 子 五 的 左 正史 化 算 子 。 鉴 于 前 面 所 述 , 对 于 任 一 奇异 积分 算 子 ， 
如 果 仿 是 它 的 左 正则 化 算 子 , 则 侍 也 是 右 正则 北 算 子 , 反 范 亦 
然 。 又 因为 两 个 奇异 积分 算 子 的 莱 可 的 特征 部 分 与 习 积 的 次 序 无 
关 ， 所 以 任 一 奇异 积分 算 子 名 和 它 的 正则 化 算 子 仿 的 作用 是 互 
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二 Bt) 一 六 的 ， 


了 一 万 


逆 芍 , 印 如 果 算 子 外 是 算 子 下 的 正则 化 算 子 ， 那 末 算 子 区 也 是 - 
算 子 公 的 正则 化 算 子 。 - 


$5 左 . 右 正则 化 方法 


设 给 定 一 个 完整 的 奇异 积分 方程 
Kp=a(t)9()+ 0) | 2 了 07 


+| h(t, sp) dr ft), (3.35) 
我 们 要 对 它 进行 求解 ， 主 要 的 方法 是 通过 正则 化 把 它 化 为 某 个 - 
. Fredholm 型 方程 。 在 此 指出 三 种 正则 化 方法 , 第 一 .第 二 两 种 方 
法 是 基于 原先 的 奇异 积分 方程 和 它 的 正则 化 算 子 的 乘积 进行 的 ， 
第 三 种 方法 与 前 面 两 种 方法 不 同 ， 它 是 利用 相应 的 特征 方程 的 解 
为 基础 进行 的 。 

在 建立 奇异 积分 方程 的 一 般 理 论 时 ， 只 需 用 到 前 面 两 种 正则 
化 方法 ,所以 下 面 先 论述 这 两 种 方法， 至 于 第 三 种 方法 ， 将 在 后 而 
$ 9 中 再 专门 论述 。 

方程 (3.35) 的 特征 方程 的 指标 次 为 奇异 积分 算 子 五 或 完整 
的 奇异 积分 方程 (3.35) 的 指标 。 

第 一 种 方法 ” 左 正则 化 方法 ， 

取 算 子 玉 的 正则 化 算 子 寞 为 


Kava olt) OS) | © 2 gr 


+| FG Tw(T) dr, (3.36) 


在 其 中 ， 以 Kg 一 f 代 o， 即 在 方程 (3.35) 两 端 从 左 侧 作用 算 子 - 
全, 就 得 到 积分 方程 

KkKo=K?, (3.37) 
按 定义 KK 是 Fredholm 型 积分 算 子 ， 所 以 (3.87) 是 Fredholm. 
型 积分 方程 。 
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这 样 , 就 把 奇异 积分 方程 (3.35) 化 为 Eredholm 型 积分 方程 
《3.57), 它们 具有 同样 芍 来 知 页 数 9( 芍 。 这 个 方法 称 为 左 正则 化 
方法 。 

第 二 各 方法” 右 正则 化 方法 : 

在 奇异 积分 方程 (3. 35) 中， 将 未 知 函 数 9( 人 ) 换 为 由 式 (3.36) 
确定 的 合 o， 即 在 (3.35) 中 令 


.9D = 人 wo, (3.38) 
其 中 心 为 新 的 未 知 沙 数 , 从 而 得 到 积分 方程 
K Rw=f, (3.39) 


这 是 关于 w( 轨 的 Fredholm 型 积分 方程。 

这 样 ， 从 原先 关于 未 知 函数 p( 人 ) 的 奇异 积分 方程 (3.35) 化 为 
具有 新 的 未 知 函 数 o(t) 的 Fredholm 型 积分 方程 (3.39)。 求 得 积 
“分 方程 (3.39) 的 解 (人 ) 后 ， 再 由 (3.38) 式 就 得 出 原先 积分 方程 
(3.35) 的 解 pC)。 这 种 方法 称 为 右 正则 化 方法 。 

对 这 两 种 正则 化 方法 ,我 们 自然 会 提出 这 样 一 个 问题 奇异 积 
分 方程 正则 化 后 会 否 失 去 解 ， 或 者 会 否 产生 某 些 不 满足 原先 奇异 
积分 方程 的 新 解 ? 下 面 就 左 . 右 正则 化 方法 分 别 进行 讨论 。 

先 考察 左 正则 化 方法 情形 ， 设 您 是 奇异 积分 算 子 区 的 左 正 
- 则 化 算 子 , 即 与 给 定 的 奇异 积分 方程 


Ko=f (3.35) 
-相对 应 的 Predholm 型 积分 方程 为 
KRKo=Kf, (3.37) 
.将 后 者 改写 成 
KR(Kg-f)=0。 (3.40) 


因为 算 子 食 是 齐 次 的 , 由 此 可 见 , 积分 方程 (8.35) 的 任何 解 , 即使 
表达 式 Kp 一 f 为 零 的 函数 p(t) 都 满足 方程 (3.40)， 亦 即 (3.97)。 
所 以 由 左 正则 化 方法 所 得 到 的 Fredholm 型 积分 方程 (8.37) 的 解 
包含 了 原来 奇异 积分 方程 (3.35) 的 一 切 解 , 也 就 是 说 , 使 用 左 正则 
-化 方法 不 会 失去 原先 奇异 积分 方程 的 解 。 
现在 提出 反问 题 , Fredholm 型 积分 方程 (3.37) 的 任何 解 p 
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是 否 也 是 原来 的 奇异 积分 方程 (3.35) 的 和 解 ?一 般 说 来 , 答案 是 否定 
的 。 下 面 就 前 述 这 一 点 。 
设 
Ko (8.41) 


为 对 应 于 左 正则 化 算 子 妖 的 奇异 积分 方程 , 1(t)，…，wom() 为 
其 线性 独立 解 的 完全 组 ， 即 所 有 线性 独立 的 非 零 解 ， 它 们 的 个 数 
必 是 有 限 的 ， 这 是 因为 如 前 所 述 ， 积 分 方程 (3.41) 的 任何 解 必 是 - 
Fredholm 型 积分 方程 

: KRo—0 


的 解 , 而 由 Fredholm 理论 知道 , 后 者 的 线性 独立 的 非 零 解 的 个 数 
是 有 限 的 。 

积分 方程 (3.40) 具 有 和 方程 (3 .条 ) 相 同 的 形式 ， 在 其 中 ， 以 
% 一 Kp 一 了 为 未 知 函 数 , 于 是 就 有 


Kp—f - 玄 ost), (3.42) 


其 中 四 是 任意 常数 。 所 以 , 车 (的 是 左 正则 化 后 的 Fredholm 型 
积分 方程 (3.37) 的 任 一 解 ， 则 它 适 合 右 端 带 有 任意 常数 w 的 奇异 
积分 方程 (3.42)。 这 就 是 说 , 正则 化 后 的 方程 (3.37) 的 任 一 解 都 
是 方程 (3.42) 的 解 ， 但 不 一 定 是 原先 方程 (3.35) 的 解 。 因 此 ， 为 
使 左 正则 化 后 的 方程 (3.37) 的 所 有 解 也 都 是 原先 奇异 积分 方程 
(3.35) 的 解 , 必须 而 且 只 须 使 式 (3.42) 的 右 端 为 零 , 而 要 使 这 种 情 
形 发 生 , 只 有 两 种 可 能 ; 或 者 (3.42) 式 中 右 端 的 所 有 常数 
. w=0 (f=1, », m); 

或 者 方程 (3.41) 不 存在 非 零 解 。 这 时 , 奇异 积分 方程 (3.35) 和 
Fredholm 型 积分 方程 (3.37) 就 是 等 价 的 了 。 特别 是 ， 当 奇异 积 
分 算 子 下 的 指标 x 之 0 时 , 我 们 可 取 算 子 玉 " 作为 正则 化 算 子 食 ， 
因为 在 这 时 , 算 子 K” 的 指标 一 x<0, 从 而 按 上 面 $2 所 述 ,方程 
K"w 一 0 不 存在 非 零 解 。 

再 考察 右 正则 化 方法 情形 : 设 在 奇异 积分 方程 Kp 一 f (3.35) 
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中 , 令 


co 一人， (3.38) 
其 中 和 伪 是 算 子 k 的 本 正品 记 亿 货 子 ; 就 得 到 了 zediolnpa 也 宙 4 分 方 和 位 
KRo=f, (3 .39) 


车 (人 是 方程 (3.39) 的 任意 解 , 则 从 (3:88) 就 可 得 到 原先 积分 方 
程 (8 35) 的 解 
， Ji 一 Ro,, 
因此 ， 对 于 积分 方程 (3.39) 的 任 一 解 已 ， 由 公式 (3: 38) 都 对 应 
于 原先 奇异 积分 方程 (3.35) 的 一 个 解 ， 这 就 是 说 经 过 右 正则 化 后 
不 会 产生 不 满足 原先 奇异 积分 方程 的 新 解 。 
现在 提出 反问 题 ， 对 于 原先 奇异 积分 方程 (3.35) 的 任何 解 
.0, 是 否 必 存 在 右 正 则 化 后 的 Fredholm 型 积分 方程 (3.39) 的 对 
应 解 0(8)? 对 这 个 问题 的 回答 , 一 般 说 来 也 是 否定 的 。 下 机 即 阐 
明 这 一 点 。 
设 py( 引 是 原 方程 (3.35) 的 某 个 解 ， 则 右 正则 化 后 的 方程 
(3.39) 的 解 %() 可 作为 非 齐 次 奇异 积分 方程 
Ro= q(t) (3.48) 
的 解 而 得 出 。 然 而 , 方程 (3.43) 一 般 可 能 无 解 。 这 就 是 说 , 对 于 原 
. 先 奇 蜡 积 分 方程 的 某 些 解 , 可 能 不 存在 方程 (3.39) 的 对 应 解 , 从 而 
-经 右 正则 化 后 可 能 失去 原先 方程 的 解 。 为 使 这 种 情形 不 致 发 生 ， 
只 要 奇异 积分 方程 (3.38) 对 于 任意 自由 项 总 是 可 解 的 。 这 时 , 奇 
| 异 积分 方程 (3.35) 和 Fredholm 型 积分 方程 (3.39) 在 同时 可 解 或 
同时 不 可 解 的 意义 下 是 等 价 的 。 如 果 算 子 的 指标 x<0, 则 取 
.KR- 下 ",， 它 的 指标 一 * 关 0， 从 而 这 种 情况 就 会 成 立 。 
综 上 所 述 , 由 左 、 右 正则 化 方法 所 得 到 的 Fredholm 型 积分 方 
程 ,一般 说 来 与 原先 的 奇异 积分 方 种 是 不 等 价 的 , 左 正则 化 方法 可 
能 产生 新 解 ; 而 右 正则 化 方法 可 能 失去 解 。 关于 奇异 积分 方程 和 
它 的 正则 化 的 Fredholm 型 积分 方程 的 等 价 性 问题 , 在 后 面 8 8 中 
还 要 讨论 。 
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$6 相 联 的 算 子 的 几 个 性 质 


在 转向 深入 讨论 奇异 积分 方程 的 基本 理论 之 前 ， 有 必要 论述 
相 联 的 算 子 的 一 些 性 质 。 
设 天 是 任意 给 定 的 积分 重子 
Ko=egoG0 +t) SE ode 
它 的 相 联 算 子 为 
Ky=a() Ye) ~ 4 Ke D ye 
这 里 假设 函数 4( 办 和 K (6 可 均 满 尾 H6lder 条 件 。 


性 质 工 对 于 满足 HH6lder 条 件 的 两 个 任意 函数 9 和 和 由， - 
有 以 下 恒等式 成 立 . 


| vyKop =| pK'y dat, (8.44) 
事实 上 ,有 四 - 
| .oa=-| vO [oC pe) 


+ 十 | Klt, T) 


my T—# 


pr) dz| at 
=| wa 
-去 |?@(|, San) 


-| ,pC [oC we) 


1 ,EE 二 
3 et ee 
-| PRY At 


这 里 应 用 了 第 一 章 中 $5 里 的 积分 次 序 交 换 的 公式 (1.25)。 
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这 个 性 质 是 相 联 的 算 子 的 概念 的 重要 特征 。 
性 质 对 于 任意 两 个 奇异 积分 滤 子 Ki 和 Ko， 有 
(KsKi)'~ KiK, (3.45) 
碱 立 。 式 中 右上 和 角 的 4 ”表示 相 联 算 子 。 更 一 般 地 ,对 于 中 个 奇异 
-积分 算 子 Ki, 五 。， 本 K,, 有 
(于 下 想必) = KiKy...K'_1K', 
事实 上 , 由 前 面 $4 的 (3.29) 式 ， 并 应 用 第 一 章 85 中 累 次 奇 
异 积 分 的 换 序 公式 (1.26), 有 
KKig= [a (ca 人 有 十 (人 Da 人 有]9 (2) 
i oT) Kt, 57) +60) Ki(t, 7) 
+ 三 j， ep 9 (md 
1 1 f Kilvw, 5)Kslt, 71) 
+ 二 ,本 | 本 dv |p Cr)dr, 
浴 而 按 相 联 算 子 的 定义 , 有 
《于 2 天) 人 二 [oa (0 a(t) + 6) bat) Ot) | 
1 1 Kl, t) + os(7) Ki ls, t) \ 
-十 |， a T 4 和 T dr 
I 1 Ki(v, Kal, 71) ,1 
+ 二 |.[ 吉 | (tT1—T)(t—7T;) dr blr), 


它 恰好 是 算 子 
LN I Kil ? t) , 
Kiy=a(d) 4()— | (Jar 
LH TAGTIOR EE eb 
的 乘积 KiKs。 这 样 就 证 明了 公式 (83.45)。 
车 奇异 积分 方程 下 p 一 了 (的 有 解 , 则 必然 有 
| ,fa=0 (3.46) 


成 立 , 其 中 由 是 相 联 齐 次 奇异 积分 方程 KK 小 =0 的 任意 解 。 
事实 上 ， 设 p( 是 方程 Kp =f (的 解 , 上 (四 是 方程 Ky=0 

的 任意 解 , 从 而 有 

.102 。 


| fv a -| vyEKop da-| pK at, 
这 里 利用 了 公式 (3. 么 )。 但 上 式 右 端 为 零 , 从 而 即 得 (3.46) 式 。 
这 个 结论 给 出 了 奇异 积分 方程 Kg 一 了 () 存 在 解 的 一 个 必要 
条 件 。 以 后 还 要 证 明 等 式 (3.46) 也 是 奇异 积分 方程 Kp = 了 (t) 有 
解 的 一 个 充分 条 件 。 


$7 奇异 积分 方程 的 Noether 理论 


在 $3 中， 我 们 已 经 看 到 ， 对 于 特征 奇异 积分 方程 ， 表 征 着 
Fredholm 型 积分 方程 特性 的 Fredholm 诸 定理 ， 某 些 结果 是 一 
致 的 (例如 非 齐 次 积分 方程 的 可 解 性 条 件 )， 而 某 些 结论 在 本 质 上 
是 不 同 的 (例如 两 个 相 联 齐 次 方程 的 线性 独立 解 的 个 数 的 依赖 关 
系 )。 在 这 一 节 中 将 说 明 , 特征 方程 的 这 些 情况 对 于 完整 的 奇异 积 
分 方程 也 是 正确 的 。 

下 面 建立 奇异 积分 方程 的 三 个 基本 定理 ， 这 些 结 果 是 属于 
F. Noether 的 ， 这 些 基 本 定理 起 着 对 于 Fredholm 型 积分 方程 的 
Fredholm 诸 定 理 一 样 重要 的 作用 。 

设 给 定 一 个 完整 的 带 Oauchy 核 的 奇异 积分 方程 

Kop=f(t), (3.2) 
下 面 叙述 三 个 基本 定理 , 它们 统称 为 Noether 理论 。 
定理 3.8 齐 次 奇异 积分 方程 
Kp=0 和 Kj=0 
的 线性 独立 ( 非 零 ) 解 的 个 数 都 是 有 限 的 。 

定理 3.4 坷 异 积分 方程 (3.2) 可 解 的 充分 必要 条 件 是 下 列 

诸 等 式 满足 ” 
ff) =0, $=1, 2 1 (3.47) 


其 中 由 改 《I 二 1， …, 8) 是 相 联 齐 次 奇异 积分 方程 政 由 =0 的 线 
*) 因为 所 考虑 的 函数 是 复 的 ， 所 以 条 件 (3.47) 不 能 说 是 函数 也 人 扑 和 凡人 人 的 正 . 
交 竹 条 件 。 
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-性 独立 解 的 完全 组 。 
定理 3.5 齐 次 疝 异 积分 方程 为 g 一 0 的 线性 独立 解 的 个 数 
与 它 的 相 联 齐 次 奇异 积分 方程 政 ' 由 0 的 线性 独立 解 的 个 数 太 
之 差 仅 依赖 于 算 子 有 的 特征 部 分 , 且 等 于 算 子 下 的 指标 x， 即 
太一 太一 >。 (3.43) 
下 而 给 出 上 述 三 个 定理 的 证 明 ， ， 
定理 8.8 的 证 明 ， 这 个 结果 的 证 明 在 前 面 一 节 中 已 经 叙述 
过 , 这 里 再 叙述 一 次 。 设 下 是 算 子 下 的 任意 一 个 左 正则 化 算 子 ， 
即 | 
KKo=0 
为 Fredbolm 型 积分 方程 。 因 为 方程 Kp 0 的 任何 解 都 满足 方 
程 KKgp==0, 而 后 者 的 线性 独立 解 的 个 数 是 有 限 的 ， 从 而 方程 
下 9p 一 0 的 线性 独立 解 的 个 数 也 只 能 是 有 限 的 。 
对 方程 K'y =0 的 证 明 是 类 似 的 。 
定理 3.4& 的 证 明 ， 在 上 一 节 中 已 证 明了 条 件 (3.47) 是 奇异 积 
分 方程 (8.2) 为 可 解 的 必要 条 件 ， 现 在 只 须 证 明 此 条 件 也 是 充分 
的 。 
以 x 表示 算 子 过 的 指标 。 按 下 面 两 种 情形 分 别 进行 本 定理 
的 证 明 。 
1) x 之 0, 这 时 算 子 K 的 任何 一 个 正则 化 算 子 的 指标 一 “<0。 
从 这 些 正则 化 算 子 中 ， 必 可 选取 这 样 一 个 左 正则 化 算 子 下 , 它 所 
对 应 的 齐 次 方程 及 w=0 没有 非 零 解 。 例如 K” 就 是 这 样 一 个 算 
子 。 在 这 样 的 选取 下 , 按 8$ 5 所 述 ,奇异 积分 方程 
Ko=f 
和 redholm 型 积分 方程 
KKo=Kf (3.49) 
是 等 价 的 , 从 而 这 两 个 方程 同时 为 可 解 或 同时 为 不 可 解 。 
由 Fredholm 定理 ， 积 分 方程 (3.49) 可 解 的 充分 和 必要 条 件 
是 满足 关系 式 
04。 


| wf dt=0, (3.50) 
-这 里 x 有 是 方程 (3.49) 的 相 联 齐 次 方程 ” 


(KK)'x=0 (3.51) 
的 任意 解 。 由 上 节 人 性 质 2, 方程 (3.51) 又 可 写 为 
K'R'x=0。 (3.52) 
又 利用 上 节 性 质 1, 条 件 (3.50) 可 写 为 
| 7 和 out=0。 - ” (3.59) 
将 (3. 52) 看 作 关于 未 知 函数 低 "x 的 奇异 积分 方程 记 
C0) = 


.将 它 代入 (3.58) 即 得 (3.47)。 

2) x<0 这 时 适用 右 正则 化 方法 ， 没 食 是 算 于 区 的 任 一 
正则 化 算 子 ,例如 可 取 KK" 作为 仿 , 它 的 指标 一 x> 0。 

在 方程 (3.2) 中 , 令 


p= Kw, (3.54) 
-就 得 到 Fredholm 型 积分 方程 : ， 
KK"w=f, (3.55) 


它 与 原 方 程 (3.2) 同时 可 解 或 不 可 解 。 但 (3.54) 是 特征 方程 , 它 的 
-指标 为 正 ， 因 而 奇异 积分 方程 (3. 蚂 ) 对 未 知 函 数 吕 (四 而 言 ， 对 于 
任意 的 自由 项 g( 台 总 是 可 解 的 。 由 前 一 节 所 述 ， 对 于 Fredholm 


*， 在 专著 [切中 ,对 于 Fredholm 型 积分 方程 
p+ zt rp(r)ar—0 人 . 

的 相 联 方 看 ( 共 全 方程 ) 定义 为 
(0 +5| RD yr Fae (ero)), 


这 里 一 r(c) 是 曲线 了 的 方程 ， 建 立 了 了 redholm 诸 定 理 。 如 果 对 方程 (*) 定 义 其 相 
正方 程 为 : 


y+ br, yr)dr=0, 


Baredholm 诸 定 虱 依然 成 立 。 事实 上 ， 不 淮 得 出 原 积分 方程 (*) 的 上 述 两 种 相 联 方程 
葛 解 之 间 的 一 一 对 应 关系 :到 柯 一 #e)y 人。 
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型 积分 方程 (3.55) 的 任 一 解 (的 ， 出 式 (38 . 哆 ) 就 有 奇异 积分 方程 : 
《3.2) 的 一 个 确定 的 解 p(t) 与 之 相对 应 ; 反之 , 对 于 方程 (3.2) 的 
任 一 解 p(t), 由 (83.54), 也 有 方程 (3.55) 的 某 个 解 2 () 与 之 对 
应 。 


Fredholm 型 积分 方程 (3.55) 的 可 解 性 条 件 是 


{fx a=0, (8.56) 
其 中 为 的 是 齐 次 相 联 方程 
(KK”)'x=0 即 KK'x=0 (3.57) 


的 线性 独立 解 的 完全 组 。 将 (3. 牛 ) 视 为 以 及 ' 为 未 知 函 数 的 奇异 
积分 方程 , 由 于 算 子 K? 的 指标 是 负 的 , 由 $ 2 所 述 它 没有 非 零 解 ， 
因 之 Kx 一 0。 这 就 是 说 , 函数 wy() 是 奇异 积分 方程 (3.2) 的 相 联 
齐 次 积分 方程 Kx 一 0 的 非 零 解 。 记 出 提 =w 提 , 并 代 入 等 式 
(3.56), 就 得 到 所 要 证 明 的 等 式 (3.47)。 

这 样 完成 了 定理 3.4 的 证 明 。 

定理 3.5 的 证 明 ， 先 设 x>0。 取 K"” 为 算 子 K 的 左 正则 化 
算 子 ,于 是 Fredholm 型 积分 方程 | 

KKo=0 (3.58) 
与 原先 的 奇异 积分 方程 Kp 一 0 等 价 。 后 者 有 上 个 线性 独立 解 ,所 
以 方程 (3.58) 也 有 上 个 线性 独立 解 。 因 此 , 由 Fredholm 理论 , 方 
程 (3.58) 的 相 联 齐 次 方程 
KE’K°y=0 (3.59) 
也 恰好 有 上 个 线性 独立 解 。 出 (3.59)， 函 数 政史 可 看 为 是 方程 
其 小 一 0 的 一 个 解 , 从 而 有 
KW = ot) tt ow 人， (8.60) 

其 中 山 ( 信 (= 十 2 … 1) 是 方程 小 一 0 的 线性 独立 解 的 完全 - 
组 ,而 oy(5 才 4 2,…, bp') 痢 是 常数 。 

因为 x 之 0, 把 式 (3.60) 视 为 是 未 知 函 数 溃 如 的 奇异 积分 方 
程 ,由 8 2 所 述 , 它 对 任意 自 出 项 都 有 解 ,因而 在 其 中 的 所 有 oy 可 以 
是 任意 的 。 但 是 ,方程 (3.59) 和 (3.60) 是 等 价 的 , 前 者 有 上 个 线性 : 
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-独立 解 ， 因 之 后 者 也 恰 有 天 个 线性 独立 解 。 由 第 2 节 的 定理 3.1 
知道 , 奇异 积分 方程 (3.60) 的 一 般 解 可 表 为 


$0 =R(Sob() )+Eap, (8.61) 
.其 中 尼 是 一 个 完全 确定 的 线性 算 子 , gi(t) 《1 一 1，…, 是 齐 次 
方程 及?p 一 0 的 x 个 线性 独立 解 ， cl1 一 1，…, 只是 任意 常数 。 把 

(3.61) 改 写 为 
$0 = Bh + op), (3.62) 

其 中 y(t) 是 方程 民 oy 一 由 ( 国 的 一 个 特 解 。 

容易 验证 , 式 (3.62) 右 端 中 的 允 十 x 个 函数 
R(t), 3=1, 的 有 1， 
git), t=1, ,x 
是 线性 独立 的 。 事 实 上 , 假设 不 然 , 即 关 系 式 


SuByil) + 沁 opi(t) =0 (3.63) 


对 于 某 些 不 为 零 的 常数 %、c: 成 立 ， 将 上 式 两 端 从 左面 施 以 运算 
. 政 "% 得 
, So =0。 
因 册 的，…， yw 四 是 线性 独立 的 , 因此 从 上 式 就 得 出 
Qi1 = = =—0, 
从 而 (8.63) 式 成 为 
op?) 一 0。 
又 由 于 pa(b， ”3 2x( 纺 的 线性 独立 性 ， 则 一 切 的 
cx-…=cx=0。 
-这 样 就 导致 矛盾 。 
这 样 ， fredholm 型 积分 方程 (3.59) 有 x 十 2 个 线性 独立 解 ， 
基 =x 十 r, 或 写 为 
k—b = xo : 
于 是 在 指标 x 之 0 情形 下 , 证 明了 公式 (3.48)。 
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.再 设 *<0， 这 时 不 需 再 另行 证 明 , 因为 如 果 取 
Kj=0 
作为 原来 的 奇异 积分 方程 , 它 的 指标 允 = 一 x>0, 由 上 面 的 证 明 ， 
就 有 
太一 太一 2 
即 hk—E' =xo 
这 样 就 完全 证 明了 定理 3.5。 

对 于 Fredholm 型 积分 方程 的 了 redholm 诸 定理 和 对 于 
Cauchy 核 奇异 积分 方程 的 Noether 诸 定理 的 主要 差别 在 于 : 齐 次 
方程 与 其 相 联 齐 次 方程 的 线性 独立 解 的 个 数 的 关系 , 在 re 
型 方程 情形 ， 两 者 的 个 数 是 相等 的 ; 而 在 奇异 积分 方程 情形 ， 两 
.者 的 个 数 一 般 是 不 相等 的 ， 它们 之 头等 了 大生 奇异 各 全 各 的 光 
标 x。 

特别 是 ， 如 果 方程 的 指 标 x=0, 那 末 Noether 诸 定理 就 是 
Fredholm 诸 定 理 了 ， 即 对 于 具有 有 零 指 标的 奇异 积分 方程 ， 
Fredhoim 诸 定理 均 成 立 。 这 样 的 奇异 积分 方程 , 称 为 瓜 Fredholm 
型 积分 方程 。 指标 为 零 的 奇异 积分 算 子 称 为 拟 Fredholm 算 子 。 

从 上 面 的 Nosther 定理 3.5, 可 推出 下 面 的 重要 推论 。 

推论 3 在 具有 给 定 指标 x 的 所 有 末 异 积分 方程 中 , 特 . 征 方 
程 有 最 少 个 数 的 (线性 独立 ) 解 。 

事实 上 , 当 x>0 时 , 齐 次 特征 方程 有 x 个 线性 独立 解 ， 而 当 
x<<0 时, 它 没有 ( 非 零 ) 解 。 因为 相 联 的 齐 次 方程 的 线性 独立 解 的 
个 数 太 不 为 负 , 所 以 

b=xth x, 

这 里 天 是 原来 的 完整 齐 次 积分 方程 的 线性 独立 解 的 个 数 。 因 此 ， 
不 论 如 何 选取 完整 方程 中 的 正则 部 分 ， 总 不 能 使 它 的 线性 独立 解 “ 
的 个 数 小 于 它 的 特征 方程 的 线性 独立 解 的 个 数 。 从 而 当 *>0 时 ， 

完整 齐 次 奇异 积分 方程 不 管 如 何 选 取 其 正则 部 分 ， 至 少 有 x 个 线 
性 独立 解 。 

由 此 , 又 得 下 面 的 推论 : 
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Kop=f 
的 指标 <0， 则 不 存在 一 个 左 正则 化 算 子 希 , 使 方程 了 g 一 了 和 
redholm 型 积分 方程 
REo-RF 
对 于 任意 的 是 等 价 的 。 . 
事实 上 , 算 子 全 的 指标 为 一 x>0， 如 果 方 各 
~ Ko=f 和 KRo=-KF: 
对 于 任意 的 了 是 等 价 的 ,在 满足 Ho6lder 条 件 的 本 数 关 内 任 了 Hb), 
上 且 记 . 
f=Ko9+y, 
其 中 水 (是 齐 次 方程 氏 j 一 0 的 任意 ( 非 曙 ) 解 。 册 上述 扑 论 3 这 
样 的 解 是 一 定 存在 的 ;因为 算 子 偶 的 指标 为 正 。 对 这 样 取 定 的 : 
了 (人 G)， 显 然 有 
REp=-K], 
又 由 于 Ep 和 仍 下 gp 一 食 f 等 价 ,因而 也 有 
Ko=/, 
从 而 汕 =0。 这 祥 一 来 , 就 导致 予 盾 。 


$ 8 等 价 的 正则 化 方法 


在 $4 和 8$5 中 已 经 指出 : 对 于 奇异 积分 方程 ,应 用 左 、 右 正则 
化 方法 得 到 Fredholm 型 积分 方程 ， 一 般 说 来 ， 这 两 者 是 不 等 价 
的 ， 即 左 正则 化 方法 可 能 产生 新 解 而 右 正则 化 方法 可 能 失去 解 。 
现在 提出 这 样 一 个 有 理论 与 实际 意义 的 问题 , 在 什么 条 件 下 , 奇异 
积分 方程 可 以 归结 为 与 其 等 价 的 Fredholm 型 积分 方程 y 即 后 者 
含有 前 者 的 一 切 解 , 且 它 的 所 有 人 解 都 注 足 原先 的 奇 刁 积分 方程。 

这 个 问题 可 以 从 各 个 角度 来 考虑 。 例如 ， 可 以 萎 求 原先 的 奇 
异 积分 方程 与 正则 化 后 的 Fredholm 型 积分 方程 对 于 任意 的 自由 
项 是 等 价 的， 也 可 以 只 要 求 对 于 具有 固定 右 端的 奇异 积分 方程 和 
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正则 化 后 的 Fredholm 型 积分 方程 十 等 价 的 。 在 前 一 种 情形 ， 等 
价 的 正则 化 方法 就 不 是 对 具有 固定 右 端 的 个 别 方程 而 言 ， 而 是 对 
于 具有 奇异 积分 算 子 的 一 类 方程 来 讨论 它 的 等 价 正则 化 问题 的 。 
在 后 一 种 情形 ， 等 价 的 正则 化 方法 只 是 与 方程 的 自由 项 的 性 质 有 
关 , 这 时 ， 有 具有 相同 奇异 积分 算 子 的 方程 ,对 某 个 确定 的 右 端 可 能 
使 它 与 正则 化 后 的 方程 等 价 , 而 对 其 它 的 自由 项 就 可 能 不 是 这 样 ， 

上 而 所 提 的 问题 的 答案 实质 上 也 依赖 于 是 否 要 求 虐 则 化 后 的 
方程 与 原先 的 方程 具有 同一 未 知 函 数 ， 抑 或 允许 正则 化 后 的 方程 
具有 新 的 未 知 函 数 。 应 用 到 正则 化 方法 . 这 就 意味 着 是 否 一 定 获 
求 用 左 正则 化 方法 , 抑或 也 允许 应 用 右 正则 化 方法 。 

在 $4 和 §5 中 ,已 经 证 明 过 ,对 于 奇异 积分 方程 Kp = 总 是 
存在 着 在 某 种 确定 意义 与 其 等 价 的 正则 化 方程 。 当 此 奇异 积分 方 
程 的 指标 x 之 0 时 , 可 应 用 左 正则 化 方法 , 例如 可 取 算 子 K” 或 者 
Kv 作为 左 正 网 化 算 子 但, 此 时 原先 狠 异 积分 育 程 Kp = 了 与 其 正 
则 化 后 的 Fredholm 型 积分 方程 全 Kop= 信 具有 同一 未 知 函 数 
g(t); 当 x<0 时 ， 可 应 用 右 正则 化 方法 ， 例 如 可 取 K” 或 K”" 作 
为 右 正 则 化 算 子 仿 , 此 时 正则 化 后 的 Fredholm 型 积分 方程 
KR = 了 具有 新 的 未 知 函 数 2(t)。 

下 面 分 两 种 情形 来 讨论 等 价 的 正则 化 方法 的 条 件 。 

(1) 对 任意 自由 项 的 情形 

这 里 又 分 两 种 情况 来 讨论 ，(i) 只 允许 应 用 左 正 则 化 方法 ; 
( 志 既 允许 应 用 左 正则 化 方法 , 又 允许 应 用 右 正则 化 方法 。 

Qi) 对 于 任意 的 下 由 项 , 只 允许 应 用 左 正则 化 方法 的 情况 。 先 
证 明 以 下 引 理 。 

引 理 8.1 为 使 算 子 让 是 奇异 积分 方程 及 p= 对 于 任意 的 
自由 项 f(t) 为 等 价 约 ( 左 ) 正 则 化 算 子 的 充分 和 必要 条 件 是 ， 算 子 - 
刁 对 应 的 奇异 积分 方程 窗 。=-0 没有 非 替 解 。 

充分 性 是 容易 明白 的 , 因为 从 

(Ko—f)=0 
立即 推出 Kp-f=0, 如 Kp=f， 
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现 证 必要 注 ， 设 把 是 奇异 积分 方程 Kp 一 对 于 任意 的 自由 
项 (的 等 价 ( 左 ) 正 则 化 算 子 , 而 方程 民 6=0 有 非 零 解 人 ,我 
们 来 导出 矛盾 : 事实 上 , 取 了 =0, 由 于 引 理 的 条 件 , 奇异 积分 方程 
Kp -ww 和 Fredholm 型 积分 方程 人 Ep = Ko=0 等 价 , 而 后 者 有 
显然 的 解 = 0, 它 也 应 满足 前 一 方程 , 即 w= 0。 这 就 是 所 要 证 明 
的 。 

在 $4 和 $5 中 已 经 说 明 过 ,对 于 具有 非 负 指 标的 奇异 积分 算 
子 K, 存在 着 这 样 的 左 正则 化 算 子 佑 ， 它 所 对 应 的 奇异 积分 方程 
入 wo -0 没有 非 零 解 。 由 上 节 的 推论 4, 又 可 知道 ， 对 于 具有 人 负 指 
标的 奇异 积分 算 子 不 存在 等 价 的 左 正则 化 算 子 。 

这 样 一 来 , 就 有 以 下 定理 ， 

定理 3.6 为 使 奇异 积分 方程 gp 一 f 对 于 任意 的 自由 项 
了 (4) 具有 等 价 的 左 正则 化 算 子 的 充分 和 必要 条 件 是 ， 奇 异 积分 算 
子 政 的 指标 是 非 负 的 。 

这 就 完全 解决 了 左 正则 化 方法 的 等 价 性 问题 。 

(ii) 对 任意 的 自由 项 ， 既 多 许 应 用 左 正则 化 方法 ， 又 允许 应 
用 右 正则 化 方法 的 情况 。 

在 这 种 情形 , 不 需要 任何 条 件 ， 原 先 奇 异 积分 方程 及 p 一 都 
允许 应 用 等 价 的 正则 化 方法 。 例 如 , 可 取 算 子 窒 = K”, 它 对 于 具 
有 任何 指标 x 的 奇异 积分 算 子 K, 都 是 等 价 的 正则 化 算 子 ， 当 
4 之 0 时 ， 它 适用 于 左 正则 化 方法 , 而 当 x<0 时 ， 它 适用 于 右 正则 
化 方法 , 在 后 一 种 情形 , 等 价 性 是 理解 为 原先 的 奇异 积分 方程 和 正 
则 化 后 的 Fredholm 型 积分 方程 为 同时 可 解 或 同时 不 可 解 。 在 这 
种 意义 下 , 我 们 可 以 说 , 奇异 积分 方程 及 pf 对 于 任意 的 自由 项 
J 了 (i) 都 允许 应 用 等 价 的 正则 化 方法 。 关 于 这 一 点 ， 已 在 $4 和 85 
中 指出 过 。 

(2) 有 固定 右 端的 情形 

我 们 仅 考 虚 所 提问 题 只 允许 应 用 左 正则 化 方法 的 必要 条件 。 
设 给 定 具有 固定 右 端 f (9) 的 奇异 积分 方程 

Ko=f, | (3.64) 
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我 们 要 讨论 在 什么 条 件 下 ， 存 在 左 正则 化 算 子 余 , 使 方程 (8.64) 
利 了 redholm 型 积分 方程 

KEp= 人 Kf (3.65) 
是 等 价 的 。 

当 算 子 下 的 指标 x 之 0 时 , 我 们 已 经 知道 ,存在 着 这 样 的 左 正 
则 化 算 子 优 , 使 人 Rw 一 0 没有 非 零 解 ， 例 如 可 到 代 =K%?， 它 显然 
对 于 任何 右 端 f(s) 都 是 等 价 的 左 正则 化 算 子 。 使 人 感 兴 趣 的 是 
x<0 的 情形 , .因为 这 时 ， 并 不 存在 这 样 的 左 正则 化 算 子 中 , 而 
盆 。= 0 没有 非 堆 解 。 但 是 易于 找 出 所 给 方程 (3.64) 存在 等 价 左 
正则 化 算 子 的 必要 条 件 。 

在 85 中 已 指出 , 积分 方程 (3.65) 是 与 方程 
| Kp -7 它 oy (3.66¥ 
是 确定 的 ,oaGD，…，on 人 是 方程 Kw==0 的 线 姓 独立 解 的 完全 
组 。 因此 ， 当 且 仅 当 式 (3 .66) 中 所 有 常数 oj 一 900 一 二 0 m) 时 ， 
Fredholm 型 积分 方程 (3.65) 才 与 原先 的 奇异 积分 方程 (3.64) 等 
价 。 

设 访 的， 全 是 相 联 并 次 奇异 积分 方程 及 由 0 的 线性 
独立 解 的 完全 组 。 将 (3.66) 式 两 端 同 彝 以 册 () (1=1，…, gq) 且 沿 - 
曲线 了 积分 ,并 注意 到 恒等式 
| wpa-o 
就 得 到 一 组 线性 代数 方程 


名 “oo 一 ~fu 1=1, ., g, (3.67) 
其 中 Cr 一 | Wowsadt, 


fi= | at 
显然 ,方程 组 (3.67) 仅 在 所 有 
“。112。 


时 才能 使 零 值 


搞 足 它 。 但 是 所 有 
f=0 Qh) 
恰恰 是 奇异 积分 方程 (3.64) 当 其 指标 x 过 0 时 的 可 解 性 条 件 。 
这 样 ,就 得 到 下 面 的 结论 ，。 
定理 3.7 老 左 正则 化 算 子 必 所 对 应 的 坷 蜡 积 分 方程 
您 -0 有 异 于 零 的 解 ， 则 为 使 原先 奇异 积分 方程 有 Kp 一 了 能 化 为 
与 其 等 价 的 Fredholm 型 可 分 方程 依 Kp 一 怎 广 的 必要 条 件 是 ; 前 
者 为 可 解 的 。 
这 个 条 件 是 否 也 是 充分 的 ? 回答 是 肯定 的 ， 但 是 其 证 明 较 繁 
复 。 为 了 证 明 这 个 结论 , 需要 引进 某 些 辅助 命题 。 
设 下 是 具有 Cauchy 核 的 奇异 积分 算 子 , 由 式 
Ko=a(D pC + | ,M(t, wp) ds (3.68) 
确定 < 设 T=7(o), O<o<! 
是 曲线 工 的 方程 , o 是 工 上 的 点 7 的 缴 举 标 。 当 o 取 值 s 时 ， 相 
应 的 复 坐 标 t 表 为 i(s)。 这 样 ， 原 先 的 复 变 量 大 了 的 函数 可 以 者 
为 实 变量 s、o 的 函数 了 , 例如 
g(t) =p(t(s)) PS)， 
M(t, 7) =M(t(s), 7(0)) ~M(s, co)， 
等 等 。 于 是 , 奇异 积分 算 子 (3.68) 可 以 改写 为 
Ko=a()p() +| MGs, o)v (0)p(o) do 
由 式 
Kr=at) () +) Mo PE) Wo)do 
定义 的 算 子 KK" 称 为 下 的 共 轿 算 子 。 显然 ， 共 轿 算 子 K' 满足 条 
件 
(K’)’~EK。 
。113。 


表示 式 (p DD -| pT 
称 为 两 个 函数 0 和 由 的 内 积 。 显 然 
Cy, 9) ~ (9, 办。 . 
如 果 (p, =0, 就 认为 函数 gp 和沙 是 正 交 的 。 如 同 $6 中 所 作 的 
那样 , 可 以 证 明 , 对 任意 的 函数 2 和 由 有 以 下 恒等式 成 立 ; 
(Ky, 1 = (9, KY) (3.69) 
奇异 积分 方程 及 p=0 入 "一 0 称 为 共 拖 方 程 。 
下 面 建立 奇异 积分 方程 五 9 一 0 的 相 联 方程 


K’ y=aD yO +t] MG Dam0 (3.70) 
的 解 同 其 共 罗 方 程 
Kr= a 人 二 | Uo 37 (odo 0 (8.71) 
的 解 之 间 的 联系 。 对 上 式 (3.71) 两 端 取 共 亏 值 , 得 到 
J Fro re) 
EV to B+ | Mn GD es] =0, 


， (3.72) 
对 方程 (8.70) 和 (3. 72) 作 比较 就 得 到 了 相 联 方程 和 共 轿 方程 的 
解 之 间 有 如 下 的 依赖 关系 : 


OG) RE THAW .719) 


从 而 推 知 ， 原 先 奇 异 积分 方程 的 相 联 方 程 (3.70) 和 共 元 方程 
《8.71) 有 同样 数目 的 解 。 
利用 关系 式 (3.73), 非 齐 次 奇异 积分 方程 
Ko=—f (3.64) 
蔓 可 解 性 条 件 (3.47) 可 以 改写 为 另外 的 形式 。 由 (3. 生 ) 式 ,有 


OFAOLAOL 5 
从 而 , 注意 到 关系 式 (3.73), 就 得 到 
Cf, WB) = 7 了 Je-o jb ee Wo 8.74) 


-1i4。 


这 样 一 来 , Noether 的 第 二 定理 ( 即 $87 中 的 定理 3. 人 可 以 前 
-下 叙述 ; 
为 使 非 弃 次 奇异 积分 方程 (8.64) 是 可 解 的 充分 和 必要 条 件 
为 : 方程 的 自由 项 ( 引 同 其 共 罗 齐 次 方程 (3.71) 的 所 有 铬 正 交 。 
把 函数 及 "Kw 看 成 为 作用 算 子 K" 于 函数 Kw 上 的 结果 ， 有 
以 下 恒等式 成 立 . 


(KKo，ow) = (Ko, Ko) = -fabas, (3.75) 


前 一 部 分 是 从 恒等式 (3.69) 得 到 的 ; 后 一 部 分 是 按 内 积 的 定义 得 
到 的 。 
引 理 3.3 设 非 齐 次 奇异 积分 方程 
Ko=f (3.64) 
是 可 解 的 , 则 它 等 价 于 方程 
KKy-K'f, - (3.76) 
按照 引 理 的 条 件 ， 存 在 函数 9: (为 ， 满 足 方程 (3 .843 。 由 于 算 
子 K* 的 齐 次 性 ， 函 数 pz 了 也 满足 方程 (3.76)。 下 面 证 明 , 每 个 
满足 方程 43.76) 的 其 它 函 数 pa 信也 满足 方程 (3.64)。 
有 KKop=K'f, K"Kops= K’f, 
从 第 二 个 等 式 减 去 第 一 个 等 式 ， 就 得 到 函数 。 一 9a 一 p:, 是 齐 次 方 


程 
EK*Kcw=—0 


的 解 。 作画 数 K*Kw 和 四 的 内 积 ， 由 上 面 最 后 的 等 式 ， 此 内 积 为 
办 ,又 由 恒等式 (8.75), 得 
0=(K:Ko, 四) 一 | |Kolsas, 


从 而 Kw=0, 或 者 Kgs Kgi。 但 是 Kps =f， 从 而 
Kg,=f。 
这 就 是 所 要 证 明 的 。 
现在 转 入 证 明定 理 3.7 所 说 的 条 件 是 充分 的 这 一 结论 。 
易于 直接 计算 , 算 子 KK* 一 般 来 说 并 不 是 算 子 五 的 正则 化 算 
子 ( 仅 在 算 子 及 是 实 的 情形 ， 它 才 是 正则 化 算 子 )， 因 之 ,方程 
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(3.76) 不 是 Eredholm 型 犁 分 方程 。 江 胃 算 子 A 的 请 
算 子 攻 ' 的 撕 标 是 一 臻 前， 蕊 攻 ， 它 等 于 原先 奇 叶 鸭 分别 和 华 子 前 省 计 
的 反 号 。 又 因为 两 个 算 子 乘积 的 指标 等 于 各 个 构成 算 子 的 指标 之 
和 ,所 以 , 积分 方程 (8.76) 是 指标 为 零 的 奇异 积分 方程 。 按 $5 中 
所 述 , 这 样 的 方程 有 正则 化 算 子 , 其 相应 的 齐 次 积分 廊 程 没有 非 零 
解 。 例 如 算 子 (有 :及 )” 就 是 。- 
这样 ,就 解决 了 在 定理 3.7 之 后 所 提出 的 问题 , 把 它 写 为 下 列 
定理 的 形式 
定理 3.8 如 果 在 坷 面积 分 分 方程 
Kv=f .3.64) 
中 ,具有 这 样 的 右 庙 了 (t), 使 方程 (8.64) 可 解 ， 则 存在 着 左 正则 化 
算 子 ,把 方程 (3.64) 化 为 与 其 等 价 的 了 redholm 型 积分 方程 。 
在 上 面 的 证 明 过 程 中 ， 可 以 看 到 ， 作 为 奇异 积分 算 子 下 的 等 
价 的 正则 化 算 子 仿 , 可 取 为 
您 - (E*AR)"K’", | (3.77) 
其 中 K* 为 瓦 的 共 印 算 子 ， 而 ( 玉 * 玉 )" 是 算 子 K*K 的 相 联 算 子 
的 特征 算 子 。 
因此 , 虽然 当 x<0 时 , 对 于 任意 右 端 不 存在 正则 化 的 算 子 ,但 
是 在 自由 项 f( 人 满足 奇异 积分 方程 Kp 一 f 的 可 解 性 条 件 时 , 却 存 
在 着 等 价 的 正则 化 算 子 , 而 且 可 以 构造 出 来 。 还 需 注意 , 这 个 等 价 
正则 化 算 子 的 形式 不 依赖 于 方程 的 右 端 。 因此 , 对 于 所 有 具有 给 
定 奇异 积分 算 子 及 的 可 解 性 方程 ， 能 够 取 同 一 个 等 价 正则 化 算 
子 。 
由 公式 (3.77) 确定 的 等 价 正则 化 算 子 决 不 是 唯一 的 。 两 个 
了 redholm 算 子 的 乘积 也 是 Fredholm 算 子 , 从 而 推出 ， 把 任意 一 
个 Fredholm 算 子 一 一 它 对 应 的 齐 次 积分 方程 没有 非 零 解 一 - 乘 
到 等 价 正则 化 算 子 (3.77) 上 , 又 重 得 到 等 价 的 正则 化 算 子 。 因 之 ， 
对 于 任何 一 个 可 解 的 奇异 积分 方程 ， 能 够 构造 出 无 穷 多 个 左 正则 
化 等 子 ， 它 把 震 先 的 奇异 积分 方程 化 为 等 价 的 Fredholm 型 积分 
方程 。 
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$ 9 第 三 种 正则 化 方法 
在 上 面 几 节 中 所 论述 的 左 、 右 正则 化 方法 是 基于 奇异 积分 算 
子 的 乘积 而 建立 起 来 的 。 现在 讨论 另 一 种 正则 化 方法 ， 它 是 利用 
相应 特征 方程 的 显 式 解 作为 出 发 点 的 。 这 种 方法 应 用 起 来 有 时 比 
前 面 两 种 方法 更 为 方便 。 这 种 方法 首先 由 工 , Qarleman 对 一 种 特 : 
殊 情 形 给 出 , 而 后 由 村. 卫 . Begya 加 以 推广 和 发 展 。 因 此 , 这 种 方 
法 有 时 就 称 之 为 Carleman-Begya 正则 化 方法 。 
考察 奇异 积分 方程 
Kog=a(t) pt) + (TD gs 


Tt 
“+h pdr fC0), (8.78) 
假设 他 的 一 太 人 的 一 1， 抬 其 中 的 王 风 部 分 | 5 中 PCD) 和 r 和 到 


等 号 右 端 就 得 到 ， 四 
ap)+ ED Da 


= -| .ze Wp, 

或 者 简写 为 
Kp=/f—kp, (8.78)’ 

其 中 Ko 是 算 子 下 的 特征 部 分 , 妈 

Kp=a()o) + EO ar, 


而 算 子 ko=|, Et, Tp(T) dT, 

把 方程 (3.78) 视 为 具有 自由 项 一 Kp 的 特征 方程 进行 求解 ， 
厂 端 一 ky 暂时 设想 为 已 知 范 数 。 应 用 $2 中 的 公式 (3.18) 和 在 
那里 使 用 过 的 记号 ,有 

gO) =BR(fF- ko)— 2606) 2 (0) Ps 1(2), (3.79) 
-so 117 * 


或 者 具体 地 写 出 来 , 就 是 
OP TIOUNORE OA 


f(z) as , 
x A T7200) Pe lt) 


| ze Dp)ar 


2Z0) dri 
ry L ZL(T1) 71—t) 


x 人 ze 7)p(r)ar| ) (3.79) 


， 当 方程 (3.78) 的 指标 x<0 时 ,应 认为 上 式 中 了 -1( 妨 =0, 且 须 满 
足 一 x 个 形 如 (3.16) 的 可 解 性 条 件 。 

在 式 (3.79) 中 ,对 右 端的 累 次 积分 作 积分 次 序 交 换 ( 这 是 可 以 
药 ), 就 可 把 右 端 方 括号 内 的 项 写 为 


fi [exe z) 一 EA ,By or) dr 


因为 沙 数 各 (满足 H6lder 条 件 ， 因而 是 有 界 的 且 丰 等于零 ， 函数 
(za 7) 在 点 =7# 附近 有 估计 式 


Ih(ws, 7) [<r 0<%<1, 
O 是 正常 数 , 于 是 易 见 , 积分 
| kl(r1, T) 
. 2 和 (ra) ep 
满足 与 (zs, Y) 同 样 的 估计 。 因 而 核 
NG, 7) = Rp, 7) 


= WOEAG) 有 Ta， 了) 
EC 人 8 人 DD) -~ L CT 


Ov 
(3.80) 
是 Fredholm 型 的 。 
现在 在 式 (3.79) 中 把 所 有 含有 p() 的 项 置 于 等 号 的 左 端 ， 就 
得 到 
* 118。 


9 人 的 二 | NG olr)dr f°"0), (8.81) 


或 写成 算 子 方程 的 形式 
p+hRko=f", (3.81) 
其 中 入 (5 5) 是 由 (3.80) 式 确定 的 弱 奇 性 核 , 而 自由 项 (为 
f=—BRf—200) 2 Pld), 


区 R=000 -2039 | J 


方程 (3.81) 是 关于 函数 mp 人 的 Fredholm 型 积分 方程 。 如 果 
“<0, 则 在 上 式 中 应 置 了 aC) 一 0, 且 仅 当 满足 一 “个 可 解 性 条 
件 (3.16) 时 才 有 这 个 式 子 。 

在 现在 的 情况 下 , 可 解 性 条 件 (3.16) 中 的 了 (人 应 代 以 函数 


f@ -| hh DonDar。 


因 之 ， 在 Y<0 的 情形 ， 函 数 9 (在 适合 Fredholm 型 积分 方程 
(3.81) (在 其 中 ， 应 置 P,-: 人 二 0) 的 同时 也 应 该 满足 下 面 的 一 和 


个 关系 式 : . 
|, z 
-| 好 后 帮 j= + (3.82》 


这 些 关系 式 还 可 以 改写 为 形式 
{ppd = 庆生 一 (8.82)” 


其 中 p(n) = |， 
是 已 知 函数 ,而 


人 |. 纺 


是 确定 的 数 。 
从 而 就 得 到 下 面 的 结果 : 
定理 8.9 如 果 奇 异 积分 算 子 政 的 指标 x 之 0 则 完整 的 奇异 
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积分 方程 (3.78) 的 求解 可 归结 为 Bredholm 型 积分 方程 (3.81) 
的 求解 。 如 果 %<0， 则 方程 (3.78) 化 为 积分 方程 (3.81) (在 其 
中 应 置 Ps_1(4) 二 0) 时 还 需 带 有 一 x 个 泛 耳 条件 (3.82)。 

当 x 之 0 时 , 原先 的 奇异 积分 方程 (3.78) 和 Fredbolm 型 积分 
方程 (3.81) 的 等 价 性 是 容易 明白 的 。 . 

当 *<0 时 ， 原 先 的 奇异 积分 方程 (3.78) 等 价 于 在 附加 条 件 
《3.82) 下 的 Fredholm 型 积分 方程 (3.81)。 如 果 原 方程 (3.78) 有 
解 , 则 条 件 43.82) 必 须 满足 。 因 此 ， 为 找 原 方程 (3.78) 的 解 ， 先 解 
了 redholm 型 积分 方程 (3.81), 然后 从 中 检查 出 满足 条 件 (3.82) 的 
那些 解 ， 就 得 到 原 方程 的 解 。 如 果 Fredholm 型 积分 方程 (3.81) 
的 任何 解 不 满足 条 件 (3.82) 中 的 某 一 个 ， 这 就 意味 着 原先 的 奇异 
积分 方程 (3.78) 无 解 。 

从而 就 把 原先 的 亲 异 积分 方 各 进行 了 正则 化 ， 而 且 更 重要 的 
是 保持 了 等 价 性 。 


§10 计算 实例 


， ”下 面 应 用 前 面 几 节 中 所 氢 述 的 三 种 正则 化 方法 ， 计 算 一 个 具 
条 的 奇异 积分 方程 的 解 。 
'， 考察 奇异 积分 方程 


Ko=(t++)p + 一 王 2 gr 


my JrL 7 一 
-zr|, (Ce =2182, (3.83) 


其 中 了 是 单位 圆周 。 

此 方程 (3， 83) 的 核 的 正 出 都 分 是 退 化 因而 可 应 用 在 解 赵 
化 核 Fredholm 积分 方程 的 同样 方法 ， 把 方程 化 为 特征 方程 和 线 
性 代数 方程 的 总 和 , 因而 可 求 得 其 解 。 所 以 , 对 这 个 方程 (3.83) 并 
不 需要 正则 化 。 这 里 使 用 正则 化 方法 解 方 程 (3.83), 只 是 为 了 便 
于 说 明 上 面 所 论述 的 三 种 正则 化 方法 如 何在 实际 中 运用 。 
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下 
=- 让 ea i)p (war (3.84) 
江 把 方程 (3. 33) 写 为 特征 方程 的 形式 
Ko°yp =(1+4)o() + War 


M2 三 四 T—ti 
4( 计 于 ) 二 22 


它 的 相应 的 Riemann 边 值 问 题 
1D 去 +tt 人 名 (+ 六 
的 指标 x= 一 2 过 0, 可 解 性 条 件 仅 当 4= 0 时 才能 满足 。 这 时 
%， |z| <1; 
oe)={0 lz|>i。 


从 而 可 得 到 原先 奇异 积分 方程 (3.83) 的 解 ， 
P= BD — D(H =t 

把 这 样 的 p(D 代 入 等 式 (3.84), 易 知 , 它 当 4=0 时 满足 。 因 而 原 
先 的 奇异 积分 方程 (3.83) 是 可 解 的 , 且 有 唯一 的 解 2 人 人 一 如 

现在 应 用 三 种 正则 化 方法 来 解 奇 异 积分 方程 (3 .83)。 

1°) 左 正则 化 方法 

因为 方程 (3.83) 的 指标 x 一 一 2<0, 因而 它 的 任 一 左 正则 化 
算 子 所 对 应 的 积分 方程 有 (不 少 于 2 个 ) 非 零 解 , 所 以 一 般 说 来 , 由 
左 正则 化 方法 所 得 到 的 积分 方程 不 等 价 于 原 方程 。 

首先 考虑 最 简单 的 左 正则 化 算 子 五 "， 求 奇异 积分 方程 


1 
Kno =(:+1 Jog- 一 | ot) 好 一 0 


[ud 
的 非 堆 解 。 此 方程 所 对 应 的 Riemann 过 入 各 
OP 
的 指标 等 于 2, 因而 方程 及 "wo 一 0 有 两 个 非 零 解 ， 


ab) =1—-; 0a) =t— 二 。 
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这 样 一 来 ， 左 正则 化 后 的 Fredholm 型 积分 方程 在 "下 0 一 
收 "”F 等 价 于 奇异 积分 方程 

Kp = 2 + os + aca, | (3.85) 

其 中 a、 ow 是 某 些 常数 。 注意 到 (3.84)， 可 改写 方程 (3. 85) 为 特 


征 方程 的 形式 . 
1 


Ce 


Tv—t 


-8 十 4(1+ 了 )+m(1- 诗 ) 
:和 
与 此 方程 相应 的 Riemann 边 值 问题 是 
GD= -三 本 (+ 寺 扫 (+ 去 ) 
+ 全 人 玄 计生 全) 


其 解 为 。 (e) 一 2 全 十 -于 


00- 委 #m 吉 +(e- 及 二 -名 ]。 
由 可 解 性 条 件 给 出 

: =0, oa 一 4。 
于 是 ,方程 (3.85) 的 解 是 

2( 芍 一 Gt( 胃 一 G (人 一 上 十 4。 

把 它 代入 式 (3.84) 得 到 恒等式 4= 4。 所 以 方程 (8.85) 中 的 常数 
os 一 4 是 任意 的 。 

所 以 正则 化 后 的 方程 不 等 价 于 原先 的 奇异 积分 方程 (3.83)， 
而 是 等 价 于 方程 

Kg = 2 + Aws, 

且 有 解 pt) =t+ 4, 
4 是 任意 常数 。 为 使 这 个 函数 满足 原先 的 奇异 积分 方程 , 必须 要 
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4=0。 
下 面 找 等 价 的 左 正则 化 算 子 ; 因为 原来 的 方程 可 解 , 这 样 的 正 
则 化 算 子 是 存在 的 ， 而 且 可 按照 $ 8 中 定理 3. 8 所 述 的 方 式 构 造 
抽 来 。 
首先 作出 共 轿 算 子 KK", 按 定义 
共和 1 关 
Ky = 人 (有 + 了 名 四 


1 好 二 1 "( ) 了 7 
- 言 |。 (5) Yao 

ts], (7+ Ta 
注意 到 点 + 和 # 都 在 单位 贺 周 上 , 从 而 有 


7_1 - 1 -= .1 1 
he TT bo he 


铀 此 得 到 
Ky=(t+tF)0) 
一 记 (ce- 十) 此 人 (7) dr 


-大 rom 
按照 8 8 中 的 引 理 3.2, 方程 "Kp 一 K*f 等 价 于 原来 的 奇异 积 
分 方程 (3.83), 一般 说 来 , 五" 不 是 正则 化 算 子 。 但 是 ,在 目前 具 
体例 子 中 ， 算 子 有 K* 的 特征 部 分 与 K" 一致 ， 后 者 是 算 子 下 的 正 
则 化 算 子 。 因 此 方程 K*Kp 一 K*f 是 Fredholm 型 积分 方程 。 经 
过 计算 , 得 到 下 面 的 Fredholm 型 积分 方程 


OR [Ei)tar=t, (3.86) 


这 是 一 个 退化 核 的 积分 方程 , 易于 求 出 其 解 ， 

pl =to 
它 是 方程 (3.86) 的 唯一 的 解 ， 自 然 ， 它 也 是 原先 奇异 积分 方程 
(8.83) 的 唯一 解 。 
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2°) 右 正则 化 方法 
到 最 简单 的 算 子 有 &” 作为 右 正则 化 算 子 。 记 
. ， : -了 . 
v0) -Kro=(t++) |， ee ds, (3.87) 


就 得 到 关于 函数 m0 的 Fredholm 可 和 方程 
KK’”"w=w(t) 
1 9 1 2 
-恋人 -全 训 ) 人 
+ 了 (+3+ 吉 = 高]| on)ar-。 (3.88) 
方程 (3.88) 是 退化 核 积分 方程 , 易于 求 出 它 的 解 是 
6(D)= 夺 + ot 二 )+B (- 坪 ) 
其 中 .B86 是 任意 常数 。 
在 灸 指标 情 形 ， 右 正则 化 后 的 方程 与 原先 的 奇异 积分 方程 是 
等 价 的 。 将 上 面 所 得 到 的 w( 力 代入 (3.87) 就 得 到 原先 奇异 积分 
方程 (3.83) 的 解 
9(#) = K"| 世 ta(t- 土 )+B8 (去 )|-* 一 上 
3°) 第 三 种 正则 化 方法 . 
在 利用 腺 方程 的 特征 方程 的 解 及 公式 时 ， 要 求 方程 中 的 系数 
wm( 让 和 5( 台 满足 条 件 只 从 一 天 人) 一直 因此 必须 在 原先 的 奇异 融 
分 方程 (3.83) 的 两 端 除 以 2， 即 考察 方程 : 


过 
#4t)o0 + 二 2m% | et) 好 


-区 (a) Leer, 
(38.389) 


这 时 , 在 奇异 积分 方程 (3.89) 中 , 有 
a(t) = (t+t) b() = 二 (一 二 f 0) = 
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1 9- (tet). 
由 简单 的 计算 得 
AGPICORLIO .OF 


让 (= 惰 = 计 (t+ 让 )# :1 


一 一 一 一 力 


| 2 


Qs Pe T—t 
Bhs, 3) = -于 :+) (s+ 4) t) 


skirt), +i 
所 以 正则 化 方程 为 1 
oD) -zr|, (+E)p Cr)ar= 6, (3.90) 


2m2 
还 应 附加 上 两 个 形 如 (3.82) 的 条 件 。 
”方程 (3.90) 是 退化 核 奇 异 积分 方程 它 的 一 般 解 是 
p(t) =t+A4, 
这 里 4 是 任意 常数 。 因而 正则 化 方程 (3.90) 不 等 价 于 原先 的 奇 
异 积分 方程 (3.89), 因为 形 如 (3.82) 的 两 个 条 件 在 现在 分 别 为 


zy|, [f, a DC CHI) er pat pi 


dn 


-三 | [f, (‘+ De CD) eta 人 aa 


前 一 等 式 便 满足 ; 后 一 条 件 仅 当 4=0 时 才 成 立 。 
* 涉 25 。 


如 果 4=0, 就 得 到 原先 奇异 积分 方程 (3.89) 即 方程 (3.83) 
的 解 
pt) 一 to 


$11 Noether 诸 定 理 的 重新 证 明 


在 $7 中 , 利用 奇异 积分 算 子 的 左 . 右 正则 化 方法 证 明了 奇异 
积分 方程 的 三 个 基本 定理 ， 即 建立 了 Noether 理论 。 现 在 应 用 $ 9 
中 所 论述 的 第 三 种 正则 化 方法 , 来 重新 证 明 Noether 诸 定理 。 

第 三 种 正则 化 方法 一 一 即 Carleman-Berya 正则 化 方法 是 说 ， 
对 完整 的 奇异 积分 方程 


Ko=K°p + kp=f (0) (3.78) 
的 求解 当 其 指标 x>0 时 , 可 归结 为 Fredholm 型 积分 方程 
p+REp=f"*G) (3.81) 


的 求解 ,其 中 f°)=RF-2D (ZO PD), 
而 如 是 一 个 确定 的 算 子 


Rj=a()f 0) — OAO ,了 


当 x<0 时, 柯 化 为 积分 方 各 (3.81) 《在 其 中 应 置 Pt 的 二 0 和 
一 % 个 泛 函 条 件 


ja 和 
的 全 体 ,其 中 ee 
这 样 的 正则 化 保持 了 等 从 人 


现在 考察 积分 方程 (3.81) 的 求解 ; 

首先 从 x>0 情形 开始 , 在 这 种 情形 , 奇异 积分 方程 (8. 78) 的 
求解 等 价 于 Fredholm 型 积分 方程 (3.81) 的 求解 ,按照 FredholIm 
“126， 


方程 的 理论 , 后 者 的 可 解 条 件 是 


| oP OMS, j=l ep (3.91) 
其 中 or( (73==1，…, z) 是 (3.81) 的 相 联 齐 次 积分 方程 


前 线性 独立 解 的 完全 组 ,把 函数 了 (和) 的 具体 天 示 式 代入 (3.91) 式 
让, 记 疡 (人 中 % 一 二 次 多 项 式 为 
Pn) = A +t Astet Ad™, 
这 里 太 ,…, bh 表示 数 0，1,…, x 一 1 按 某 一 种 次 序 排列 的 结果 ， 
而 41;,，4,,，…，4, 是 一 些 任意 常数 。 引 进 记号 
5 一 | wRf dt, 
于 是 , 条件 (3.91) 就 具有 形式 
7d y=1, “ee, DY, (3.93) 
其 中 7 是 与 函数 了 (四 无 关 的 且 完 全 确定 的 常数 。 常数 8 还 可 表 
为 
3.=[, of Cat, T=1, «oy (8.94) 
其 中 心 (= 一 Rw.(t)。 易 见 ， 函 数 wf 的， ……，， 人 所) 是 线性 独立 
的 。 事 实 上 , 由 式 (3.92), 有 
w+ kBR'w, = - 
因此 推 知 @1= 一 et。 1 1，…, 2 线性 相关 , 则 
画 数 oa (人 …，wy( 引 也 就 是 线性 相关 的 了 , 从 而 导致 予 盾 。 
设 箱 阵 《Y1) vxx 的 秩 为 Wy LE WENo 不 失 一 般 性 ， 可 以 假 
定 , 惩 阵 
全) 人 jb et 1) 
药 行 列 式 不 等 于 零 。 于 是 ， 正如 众所周知 的 ， 关于 .41 0, 4 的 
线性 代数 方程 组 (3.93) 的 可 解 性 条 件 是 
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yal Tas Ya 03 
本 一 0， 
Va Ya 本 Yip 0, 
Ta Varpa To prs 
. (fF=1, 2, ,2—1) 
或 者 简单 写 为 
35 十 3 gndi=0, 了 一 (3.95) 


其 中 叹 是 完全 确定 的 与 /无 关 的 常数 。 
把 8, 的 表达 式 (3.99) 代 入 上 列 等 式 (3.9 可 中 , 就 可 看 到 积分 
方程 (3.81) 的 可 解 条 件 (3.91) 具 有 形式 


| NOF =0, j= 2， “pH (3.96) 


其 中 LC 
是 完全 确定 的 线性 独立 的 函数 , 也 即 


普 2 其 了 
Alt) 一 wp+s(t) 十 >2 MA (2), ?7 一 二 了 一 Wo 


假定 条 件 (3.96) 是 适合 的 ， 则 积分 方程 43.81) 可 解 。 下 面 作 
出 它 的 一 般 解 。 

因为 已 假定 了 条 件 (3. 96) 是 适合 的 因而 案值 (8. 95) 也 是 适 
合 的 ， 故 线性 代数 方程 组 (3.93) 对 41,…, 4 是 可 解 的 。 把 
yrs …， 4x 视 为 任意 常数 ， 从 方程 组 (3. 93) 的 前 记 个 方程 组 
A1, 4 就 可 以 找 出 它 的 一 般 解 。 方 程 组 (3.93) 的 一 般 解 具 
有 形式 | 

4 一 Br4 Bo4 .+ Bi ds 
二 Ta5 + Tids, -12 (3.97) 
其 中 Bj Ti 都 是 完全 确定 的 且 与 函数 站 ) 元 关 的 常数 。 

把 常数 41,，…，4, 的 上 列 值 (3.97) 代 入 积分 方程 (3.81) 的 
右 端 ， 所 得 到 的 积分 方程 对 于 任意 常数 A441,，…，4, 的 任何 值 都 
是 可 解 的 , 它 的 一 般 解 具有 形式 : 
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P=TRFtOx(t) + +O 
+ OiXyt1 (人 士 … “+ Our- LXntp—hy (3 .98)， 
其 中 天 表示 由 公式 


Tf =f (t) 二 | Ge ZJF(z)G7 


确定 的 预 解 算 子 , 全 (i, 7) 是 方程 (3.81) 和 的 了 redholm 解 核 ， 它 是 
由 算 子 RE 确定 的 ,x1( 纺 ，…，%w( 引 是 方程 (3.81) 的 相应 齐 次 
方程 的 线性 独立 解 的 完全 组 , 0, …，O, 是 任意 常数 ， 在 此 为 一 
致 起 见 ,以 Oy41;…， Oxiw-n 洗 示 任 意 常数 prz,…，4x, 而 用 
Xv41( 四 ，*，…，Xxrnwv-n( 表 示 一 些 完全 确定 的 且 与 西数 无 关 的 
函数 。 
特别 当 考 察 齐 次 奇异 积分 方程 至 P=0 的 情形 ， 这 时 方程 : 
Re 0 等 价 于 下 面 的 了 redhaim 型 积分 方程 
‘opt + RkEp=— 2 2 Pit),. (3.99) 
在 这 种 情形 下 , 所 有 的 5; 一 0， 而 方程 (3.93) 的 可 解 条 件 (3.95) 是 . 
适合 的 。 关 系 式 (3.99) 具 有 形式 
4 一 Ba dnprit+*+ BAdy, j=1, ,Wo 
将 41，…，4, 的 这 些 表 达 式 代入 (3.,99) 的 右 端 ， 则 它 就 可 表示 为 
vp+Rhkop= Oyt10 y+ 1(D) + 十 Co px 人 有， (3.100; 
在 此 仍 把 4,11,…，4; 分 别 记 为 Or ,Ovip 而 0s), 
是 完全 确定 的 线性 独立 的 函数 ， 们 zz 们 的 具体 玫 示 趟 是 易 
于 写 出 的 。 
根据 一 般 公 式 (3.98)， 对 任意 的 常数 0 …，Ou 等 价 
于 方程 3.100) 的 齐 次 奇异 积分 方程 Kg =0 的 一 般 解 为 
PO) = O18) + Oaxalt) + + OX,lt) 
+ Oxvt1 lt) + tO nye-n(t), (83.101) 
其 中 0;(j 一 1，…，z* 十 pz 一 必 ) 都 是 任意 常数 。 这 样 , 函数 %y( 妨 都 
是 齐 次 方程 及 0= 0 的 解 ， 其 中 的 前 >” 个 同时 又 是 齐 次 Fredholm. 
型 积分 方程 
p+REp=0 
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的 线性 独立 解 当 j 了 >v 时 , 函数 xX,( 引 是 方程 . 
p+RkEp=0, 了 一 2 十 三 ., K+p—1t (3.102) 
让 入 方程 (3.102) 是 从 方程 (3.100) 取 其 中 CO 二 工 而 其 余 所 有 
= 0Cz#9) 得 出 的 。 从 而 容易 看 出 , 所 有 函数 
wt) CF=l, i YX 十 2 一 有 
是 线性 独立 的 。 事 实 上 , 如 果 对 某 些 常数 值 Oh 由 式 (83. 709 拟 确 
定 的 函数 Y (从重 等 于 零 , 则 显然 有 
.0=9p9+ Rhp~=0,r0,r(t) + .40 ow sh), 
了 因为 本 数 cura 人 )， …，Ow4y-n( 引 是 线性 独立 的 ， 因 而 上 列 等 式 
Outi=" = Op™=0 


计 才 有 可 能 。 但 是 , 此 时 从 (3.101) 式 中 取 92=0 又 推出 
O01 ='… =0O,=0。 


-从 而 齐 次 奇异 积分 方程 p=0 有 w+»v 一 岂 个 线性 独 江 解 。 
-又 因为 vz 之 1 因此 可 断定 , 当 x 之 0 时 , 齐 次 奇异 积分 方程 p=0 
至 少 有 “个 线性 独立 解 。 
再 考虑 wx<0 的 情形 ， 这 时 ， 在 积分 方程 (3.81) 中 应 认为 
.了 -1(t) 三 0, 而 且 这 个 方程 的 可 解 性 条 件 归 结 为 
3 一 0 (f=1, 2 ., »), 
亦 就 是 说 , 再 一 次 归结 为 形 如 下 面 的 » 个 条 件 ， 


| OVIOL ET ES (3.103) 


其 中 为 的 是 某 些 确定 的 线性 独立 的 函数 。 

假设 条 件 (3.103) 是 适合 的 ， 则 方程 (3.81) 可 解 ， 但 这 还 不 能 
说 明 原来 的 奇异 积分 方程 (3 .78) 亦 是 可 解 的 。 因 汐 在 现在 负 指 标 
芍 悄 形 下 ， 还 要 求 满足 一 x 个 补充 条 件 (3.82)。 我 们 把 一 般 解 
(3.98) 一 一 -当然 , 由 于 在 负 指 标的 情形 , 应 认为 Px.1() 圭 0, 因 之 
在 (3.98) 中 应 假定 Ostz 一 … 一 Owxtw-n 一 0 一 一 代入 关系 式 (3 .82) 
的 左 端 , 就 得 出 为 了 确定 Ci，…,， 0, 的 一 x 个 线性 代数 方程 , 这 个 
-方程 组 同方 程 组 (3.93) 是 类 似 的 ， 它 的 可 解 性 条 件 依然 可 以 写成 
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一 定 个 数 的 下 述 形 式 的 条 件 . 
OLA 0, 了 -wb i 0 (3.104) 


这 里 9< x, 币 (也 是 完全 确定 的 细 性 独立 的 函数 。 
由 条 件 (3.103) 和 条 件 (3.104) 一 起 ， 给 出 了 奇异 积分 方程 
《8.78) 为 可 解 的 一 组 充分 和 必要 条 件 。 
。 从 上 面 的 推导 直接 得 出 : 齐 次 奇异 积分 方程 有 Kp 一 0 的 线性 独 
立 解 的 个 数 居 有 限 的 。 这 样 就 再 次 证 明了 Noether 理论 的 第 一 个 
定理 , 即 $7 中 的 定理 3.3。 
下 面 重新 证 明 § 7 中 的 定理 3.4 和 定理 8.5。 
定理 3.4 是 说 ,奇异 积分 方程 Kpf 疝 解 的 完 分 和 必要 条 件 
是 下 列 详 等 式 满足 
7OwOaro j=1, ,7, (8.47) 
其 中 沪 ( 拉 j=l， … 是 相 联 齐 次 方程 一 0 的 线性 独立 
解 的 完全 组 。 
条 件 (3. 各 ) 的 必要 性 是 显然 的 ， 这 只 要 利用 公式 
Eee FEoa 
就 可 以 明白 。 下 面 证 明 这 条 件 的 充分 性 ， 根据 上 面 所 述 ， 方程 
Kp- 可 解 的 必要 和 充分 条 件 是 满足 
[NF Oa 0, j=b ee (3.105) 


其 中 (是 某 些 确定 的 函数 ,是 某 个 正 整数 或 替 。 如 果 能 够 - 
从 条 件 (3.47) 导 出 条 件 (3.105), 则 就 证 得 定理 3. 和 4 “: 

设 g 忆 是 满足 H6lder 条 件 的 任意 一 个 函数 , 于 是 方程 Kp = 
互 9 是 可 解 的 ， 因为 它 有 解 史 一 9 从 而 必然 有 . 


o-| nga=| gK’Nat, 
根据 函数 g() 的 任意 性 ， 从 上 列 等 式 就 得 出 入 =0。 从 而 和 (8) 
是 齐 次 方程 Ky=0 的 解 , 因而 xs 人 人) 是 函数 让 ( 人 ，…， 如 全 的 线 
.131 .。 


性 组 合 , 这 就 是 说 , 条 件 (3.105) 是 条 件 (3.477 的 推论 。 

定理 3.5 是 说 , 齐 次 奇异 积分 方程 Kp=0 的 线性 独立 解 的 个 
数 大 和 它 的 相 联 齐 次 奇异 积分 方程 i 0 的 线性 独立 解 的 个 数 
br 之 差 等 于 奇异 积分 算 子 天 的 指标 x, 即 

bp—Wox (3.48) 
， 首先 讨论 x 这 0 的 情形 。 在 这 种 情 消 下 )， 可 解 的 充分 和 必要 条 
件 是 具有 形 我 (3.96)， 其 中 入 和 on( 旭 ，…，h-n( 四 是 确定 的 线 
性 独 立 的 本 数 。 男 另 一 方面 , 如 同上 面 所 证 明 过 的 ， 可 解 的 充分 和 必 
要 条 件 是 等 式 (3.47) 成 立 。 这 样 ， 如 果 任 意 一 个 满足 H5ld87 条 
件 的 函数 (人) 适合 条 件 (3.96), 则 也 必 适 合 条 件 (3 .47)， 反 之 也 
然 。 于 是 可 以 知道 (在 下 面 证 明 )， 冰 数 和 a( 准 ， 和 人们 ，…，]o -ve 人 
是 函数 内 人 )， 中 … 的 的 线性 组 合 , 反之 亦 然 。 因 而 有 
不 一 一。 

又 正如 前 面 已 指明 的 ， 根据 公式 (3. 101), 方程 Kg 一 0 的 线性 

独立 解 的 个 数 等 于 x 十 » 一 jw, 因此 
. b=xt+y— jo 
这 样 ， 由 所 得 到 的 两 个 等 式 ， 即 推 得 公式 (3. 48)。 

其 次 考虑 *<0 情形 : 这 时 交换 算 子 KK 和 K' 的 位 置 , 并 注意 
到 算 子 五 ' 的 指标 x = 一 *>0， 作 和 前 面 类 似 的 推导 , 可 得 出 关系 
式 居 一 8= 闻 = 一 x， 从 而 重新 得 出 等 式 (3.48)。 

剩 下 来 还 需 证 明 上 面 已 用 过 的 如 下 事实 从 条 件 (3.96) 和 
条 件 (3. 和 9), 可 推出 函数 和 为 (QO)， 和 a( 引 ，…， 和 ‰_p( 让 是 函数 灿 (2)， 
如， (如 的 线性 组 合 , 反之 亦 然 。 :i 

我 们 只 要 证 明 后 一 半 结 论 就 可 以 了 ,前 巩 一 半 类 似 可 证 。 按 
假设 和 (四 ，…， 和 ‰-n( 四 是 荆 上 的 点 5 十 多 的 线性 独立 的 函数 , 我 
们 先 来 证 明 : 一 定 可 以 用 无 穷 多 种 方法 作出 上 适合 吾 itder 条 
件 的 函数 oa(2)，…，awv-s(b， 使 得 它们 与 函数 2a(6，.…。， X(t) 
满足 关系 式 ” 

“9 这 里 的 记号 0 ww) 不 是 函数 与 的 内 积 ， 只 是 为 了 下 面 的 书写 方 济 而 
借用 的 。 
39 。 


(hy, 1) 一 | (的 w(t) Qt = Sy (3 .1 06) 


其 中 5w=1, Sg=—0C7#¥ Do 

用 总 (为 表 未 各 信 ， 并 且 选 取 满足 Halder 条 件 的 任意 西数 
为 (人 ), 使 得 ( 知 ,入 ) 关 0， 这 样 的 丽 数 为 (的 显然 有 无 穷 多 个 。 将 
入 (四 乘 以 一 个 适当 常数 ,就 可 以 认为 (xx， 妨 ) 一 1 用 函数 知 ( 
Mat) —ch(t) 代替 函数 ja 人 办， 并 且 如 此 选择 常数 6， 全 得 (Xs xX1) 
一 0， 即 6 一 (Xo, 为 )。 这 样 就 有 hx， 1) = 十 (和 oa x) =0。 由 下 务 
数 乞 (， 和 (六 ，)a 人 有 ，…， 和 -=(D) 是 线性 独立 的 ， 因 此 , ho) 不 
伍 等 于 零 。 假 设 为 (人 是 任意 一 个 使 (as 知 ) 一 工 的 满足 H5lder 条 
件 的 函数 ,用 函数 xa( 四 一 X(t) 一 cxzx( 坟 代 蔡 函数 知 信 ， 并 且 如 弛 . 
选取 常数 0, 使 得 Chis, za) 一 0, 即 c 一 (X,Y)。 这 样 就 有 了 西数 
A C2), As(t), Xi(), Xa(t), 满足 关系 式 (%; XD =6n (9, T=1, 2)， 
而 且 函 数 为 ()， ho(6) 2s)，…， hw-u( 介 是 线性 独立 的 。 

再 将 函数 hs( 媚 换 成 hslt) 一 hs(D)— BA) — CaNalt), 并 且 巢 
此 选择 常数 co，ca， 使 得 

(hs, £1) =0, (ha, Xe) =—0, 
即 ci 一 ()s， X1), C02 — (hs, Xa)o ， 
再 任意 选取 满足 H61l4er 条 件 的 函数 2, 使 得 (Xs, Zs) 一 1, 并 用 函 
数 
Xa 一 和 (有 一 cza Ct) ~— csxalt) 

代替 知 (办 ， 使 得 
， (ja ja) 一 0, hs, za) 一 0。 
这 样 就 有 了 这 样 的 函数 入 (2,， ho (Ns 人 Ni(， xa(), a)» 
使 得 hs 和 =5 (j, I=1, 2, 3)。 

如 此 继续 下 去 ,就 得 到 这 样 的 > 一 六 个 线性 独立 的 函数 知 (已 ， 
和 kb)，…， 和 hn (它们 是 函数 知 ( 扩 ,hab 引 ，…， 和 -sl 纺 的 线性 
组 合 ) 以 及 v 一 个 满足 Holder 条 件 的 画 政和 Xalt), », 
Xunt), 使 得 

hs, KO) = (fF, I=1, 2 vy~p)o 
133. 


因为 函数 和 人 芒 是 函数 ja (2 …， 和 -zx 人 的 的 线性 组 合 ， 因 此 ， 
把 过 来 应 有 


a . 
NE = 训 A I=1, “0 Dp 


其 中 常数 ag 的 矩阵 4 二 (aj) 的 行列 式 不 等 于 零 。 
现在 这 样 选择 常数 54, 使 得 西数 


wi(t) 一 EB Bunitt) 


适合 条 件 (3.106)。 把 这 个 条 件 具体 写 出 来 ,就 得 出 - 
$1= (Nh, 0) = DD onbmhy Km) ，， 

=D Dabndn= Danbn 
或 者 写成 AB= 刀 , 
其 中 召 是 单位 矩阵 , 而 矩阵 B= (5x)。 因 此 , 我 们 要 求 的 量 bx 是 
存在 的 , 即 B=A-1。 
现在 已 知道 ,对 于 在 荆 上 满足 Hilder 条 件 的 任意 函数 六 外 ， 
由 条 件 

Qs f=0, j=l, …， 2 一 Ho 
必然 得 出 关系 式 (如 力 =0 1 一 1，…, 入 这 里 由 的 是 确定 在 也 
上 的 函数 ， 于 是 可 证 明 ， 函 数 内 (一 定 是 函数 x (和 (全 ，…， 
和 (CD 的 线性 组 合 。 事实 上 , 假设 不 然 ， 即 函数 内 (t) 一 hl) 与 
和 ( 引 ， 和 ho(6)，…， 和 ‰-u( 引 是 线性 独立 的 , 则 按照 上 面 所 述 , 必 存 在 
-这样 的 函数 @o( 引 ，coz(t)，ws( 引 ，…，cwow-n( 四 ,使 得 

NW on 一 So 7 1=0, 1, ,py—Jo 
特别 是 有 四 
(Na, oo =0, (hs, ao) =—0, “0 (Np oo 一 0 (Oo wo) 一 省 
而 这 与 我 们 所 知道 的 事实 相 了 矛盾 。 
从 而 定理 3.5 全 部 证 毕 。 
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$ 12， 带 有 参数 和 的 奇异 积分 方程 


辕 Fredholm 型 积分 方程 理论 中 所 述 的 类 似 ， 也 可 以 在 奇异 
积分 方程 中 引进 参数 X。 当 把 参数 》 作为 形 如 
Kop= Kpt+kop=f (3.78) 
的 奇异 积分 方程 中 的 算 子 前 面 的 因子 而 引进 时 ， 可 以 得 到 最 简 
单 的 且 与 Fredholm 理论 最 接近 的 结果 。 
”考察 奇异 积分 方程 
Ko=K'p+Akg=f(t), , (3.107) 
其 中 和 是 任意 参数 , 它 一 般 是 复数 。 
利用 $ 9 中 所 述 的 Carleman-Berya 正则 化 方法 来 正则 化 方 
程 (3.107)。 当 奇异 积分 算 子 及 的 指标 x 之 0 时 , 得 到 一 个 与 奇异 
积分 方程 (3.107) 等 价 的 Fredholm 型 积分 方程 
p+ARkp—f*(t), (3.108) 
其 中 f° (0) = Rf—25() Z(t) Plt), 
而 了 ,1(t) 是 次 数 不 超 过 x 一 1 次 的 任意 多 项 式 , BR 是 确定 的 算 子 


Rf=o)f0— | Fe 


方程 (3.108) 的 相 联 齐 次 方程 是 
tACRE) Y= AE BR =0, 
由 Fredholm 理论 知道 , 相 联 的 齐 次 Fredholm 型 积分 方程 
9 十 BRKp 一 0 和 y+AE RY=0 
同时 有 或 者 同时 没有 非 零 解 。 在 前 一 逢 情形 , 这 两 个 相 联 的 方程 
的 线性 独立 解 的 个 数 是 相同 的 ， 而 且 仅 当 参 数 入 取 一 列 有 限 个 或 
者 无 限 多 个 在 有 限 距 离 内 没有 极限 点 的 特征 值 
LD ，…: (3 .109) 
时 , 才 有 这 种 非 零 解 存在 。 如 果 入 不 是 (3:109) 中 的 值 , 则 非 齐 次 
积分 方程 (3.108) 对 于 任意 右 端 都 是 唯一 可 解 的 , 解 可 以 表 成 形式 
es。 135 = 


9 人 = (Ota, TC nm Fr), (3.110) 


其 中 卫 ( m 为 是 Fredholm 解 核 , 它 关于 入 是 半 纯 函数 ， 并 且 以 
点 列 (3.109) 为 其 极点 ( 见 专著 [起 )。 
当 了 (三 0 时 ， 即 考虑 原先 方程 (3.107) 为 齐 次 方程 的 情形 ， 
有 ， 
产 (的 一 二 22 的 GD (Got enn EE 
其 中 0o，01,…，0;-1 都 是 任意 常数 。 又 当 入 异 于 特征 值 (3.109) 
时 , 方程 (3.108) 恰 有 x 个 线性 独立 解 ,这 x 个 解 可 以 由 解 下 列 x 
个 Fredholm 型 积分 方程 
p+ARkp=b) Zt (k=0, 1, », x—1) 
而 得 出 。 
这 样 就 得 到 了 下 面 的 结论 ， 
当 奇 异 积分 算 子 
Kyp=K°p+hkop 
的 指标 x 之 0 时 ， 寺 异 积分 方程 Kp 一 了 的 一 般 解 是 参数 入 的 半 疫 
加 数 ， 并 且 线 性 地 包含 x 个 任意 常数 。 可 能 除去 参数 入 的 一 列 离 
散 特征 值 加， Xe，…， 和，… 外 , 齐 次 坷 异 积分 方程 gp=0 恰 好 有 
x 个 线性 独立 解 ,这些 解 也 是 入 的 半 纯 函数 。 “ 
现在 假设 x<0, 这 时 ， 原来 的 奇异 积分 方程 (3.107) 与 
Fredholm 型 积分 方程 (3.108) (在 其 中 应 时 Pi() 二 0) 以 及 附加 
[ A vw-[ 二 i 和 dé bol, 
(3.111) 
的 全 体 是 等 价 的 。 将 9 (WD 的 表达 式 (3.110) 代 入 条 件 (3.111) 中 ， 
则 得 到 下 列 形式 的 条 件 ， 
| ae DO 4 -he -as (3.112) 
其 中 w(t; 和 9 是 确定 的 入 的 半 纯 函数 ， 以 点 列 (3.109) 为 其 极点 。 
.对 于 不 同 于 (3.,109) 的 其 他 入 值 ,条 件 (3.112) 是 方程 (8.107) 可 解 
»。136。 


揭 充 分 和 必要 条 件 , 这 是 因为 在 这 种 情况 下 ，Ezredholm 型 积分 方 
程 (3.108) 总 是 可 解 和 能 。 假 设 入 异 于 值 (3.109), 则 可 以 用 其 他 方 
法 来 表示 条 件 (3,112)。 为 此 ,考察 方程 玉 p= 0 的 相 联 齐 次 方程 

” Ky=K" y+Aky 0, 
假设 吉 ()，Ja( 扩 ，…， 业 :由 (Vx 一 一 + 是 它 的 线性 独立 解 。 
因为 条 件 


| bfF OA=0, j=1, 2 ,WV (8.113) 


也 是 方程 (3.107) 可 和 解 的 充分 和 必要 条 件 ， 办 此 条 件 (3.11) 和 条 
件 (3.113) 应 该 是 等 价 的 这样 一 来 5 按照 上 节 所 述 ， 函 数 @j( 入 
是 函数 办 (人 ) 的 线性 组 台 ， 反 之 亦 然 。 于 是 ， 当 % 不 是 值 (3.109) 
时 ,所 有 的 函数 wyG; 20 (9 ==1，…, x 人 ) 是 线性 独立 的 ,并 且 . 
bx = — Xo 
. 综 上 所 述 ,就 得 出 J 下 面 的 结果 ， 

当 % 一 一 %<0 时 ， 对 于 所 有 腊 于 特征 值 (3.109) 的 值 %， 奇 恒 
积分 方程 Kp 一 f 的 可 解 性 条 件 恰好 可 以 表 成 x 一 一 x 个 关系 式 
(3.112)， 其 中 jf; 和) (I 一 4，…， 一 x ) 对 于 参数 和 而 言 ， 
是 在 点 列 (3.109) 处 县 有 极点 的 半 纯 函数 ， 并 且 它 们 是 线性 独立 
的 。 当 了 ( 引 适 合 这 些 条 件 时 ， 公 式 (8.110) 就 给 出 了 方程 Kp 一 f 
的 解 。 1 
如 果 参 数 和 在 奇异 积分 方程 Kp=f 的 特征 部 分 中 出 现 ,情况 
就 完全 不 同 了 。 考虑 最 简单 的 特征 方程 带 有 参数 》 的 情形 , 即 考 
察 方程 | 

Kyp=a(t) g(t)+ 2 PD) gre0, (3.114) 


在 $2 中 已 证 明 过 ,如 果 


Tn 0) M(t) 
*»—Ind 人 有 十 入 (办 >0, 


这 个 特征 方程 就 是 可 解 的 。 指 标 x 是 ^ 的 函数 ,并 且 是 整数 。 因 之 ， 
它 仅 对 于 那些 使 
G( 办 土台 (人 ==0 
“< 137 。 


的 和 售 有 沙拉 性 的 变化 。 如 果 在 和 复 平面 内 引进 直线 
w(t) 
一 土 了 6 
则 它们 把 和 平面 分 成 若干 个 区 域 ， 在 每 个 区 域内 ， 指标 是 党 数 。 这 
样 一 来 , 特征 奇异 积分 方程 (3.114) 的 特征 值 填 满 了 整个 区 域 ， 
而 它 的 谱 异 于 Fredholm 型 积分 方程 的 谱 , 不 是 离散 的 , 而 是 连续 
取 饥 的 。 


$13 在 特征 部 分 外 的 积分 号 内 含有 共 罗 未知 冰 数 
的 奇异 积分 廊 程 


现在 讨论 一 类 比 奇异 积分 方程 (3.78) 稍 广泛 一 些 的 奇异 积分 
方程 , 在 这 类 奇异 积分 方程 的 正则 部 分 中 除了 未 知 函 数 外 ,还 含有 
未 知 函 数 的 共 因 函数 。 这 种 类 型 的 奇异 积分 方程 在 弹性 理论 等 数 
学 物理 问题 中 也 是 有 不 少 应 用 的 。 在 这 一 节 中 , 要 对 这 类 奇异 积 
分 方程 建立 类 似 于 Noether 理论 的 若干 结论 。 | 
考察 奇异 积分 方程 


Kp=a()p(O) + 2 2 2 dr 


二 | wp)art|, BE of0), 
(3. 115) 
其 中 积分 曲线 荆 如 前 所 述 , a()、5O、 有 GD)、 ha 如、 了 ( 
都 是 给 定 的 定义 在 曲线 工 上 满足 了 6lder 条 件 的 函数 ， 而 p( 鸭 是 
未 知 函 数 。 在 此 仍 认为 
ot) 0) #0, tEL, 
这 时 , 就 称奇 异 积分 方程 (3.115) 是 标准 方程 。 如 前 一 样 ， 不 妨 候 
设 
g (0) 一刀 人 坟 一 lo 
如 果 Kalt, 7) =—0, 
则 方程 (3.115) 就 是 前 面 已 讨论 过 的 方程 (3.78)。 
e 138 =- 


背 异 积分 方程 | 
Ky= an- 1 证 | BD dz 


+|, kilt, Dhar 


+|, hals, DT =-g (8.116) 
称 为 方程 (3.115) 的 相 联 方程 ,其 中 g() 是 给 定 的 满足 HH6lder 条 
件 的 函数 。 
算 于 及 和 区 称 为 机 联 的 算 子 。 容易 验证 , 对 于 工 上 满足 
了 5lder 条 件 的 任意 函数 gpG@) 和 由 他 ,有 以 下 等 式 成 立 ; 
Re| Kp- Re pK'Wat, ~ (8.117) 


如 果 算 子 下 中 和 (4)=0, 则 由 公式 (3.117) 就 可 推出 在 前 而 
$ 6 中 已 证 明 过 的 公式 (3.44) 。 这 是 因为 在 目前 情况 下 ,有 有 
Kip=iKy, 
因此 在 公式 -1 站 中 想 p90 六 部 ()， 关 将 所 得 到 的 公式 与 式 
3.117) 相 加 ,就 可 推出 公式 (3.44)。 

后 面 ， 我 们 在 满足 Haler 条 件 的 丽 数 关内 找 方 程 (8.11) 和 
(3.116) 的 解 。 此 外 , 还 要 假设 由 线 工 是 Jamyaos 曲线 , 这 样 ， 曲 
线 方程 1 一 t(s) 的 导 函 数 

p= 
as 
就 满足 Hilaer 条 件 了 。 
由 公式 Kop=a(i)p(D) + 人 | 各 2 四.m 


所 确定 的 算 子 EK。 浆 为 奇异 各 分 甸子 K 的 计生 分 。 同 算 子 He 
相 联 的 算 子 及 " 由 公式 
KJ)=a(t) yb 0) -证 | DEC gr 
给 定 。 
对 于 齐 次 奇异 积分 方程 Kp 一 0, 如 果 wG) 是 它 的 解 ， 则 
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op( 引 -一 0 是 任意 实 常 数 一 一 也 是 它 的 解 。 因而 在 后 列 , 对 于 方 
程 天 p 一 0 的 所 谓 解 的 线性 组 合 或 者 解 的 线性 独立 性 ,总 是 指 在 实 
系数 的 组 合意 义 下 考虑 的 ， 即 是 狭义 的 。 对 于 方程 五 多 =0 也 是 
一 样 。 . - 

下 面 采 用 $ 9 中 记 氢 述 的 方法 来 求解 和 研究 这 节 中 所 要 讨论 
药 奇 异 积分 方程 (38.118) 箱 (3.116) 。 为 此 , 将 方程 


L- i ， 7 :和 和 机 
分 别 写 为 
p=f (8.118) 


Ky- i 
其 中 ko [a pad +|， hzlt, TPT dr 
和 一 { ,hw, Dr) dr 十 | ba, 四 (人 


分 别 作为 方程 (3.118) 和 (3.119) 的 右 端的 一 部 分 。 

算 子 Ko? 的 指标 x 称 为 奇异 积分 算 子 及 或 奇异 积分 方程 
(3.115) 的 指标 。 同 样 , 算 子 K" 的 指标 x’ 称 为 奇异 积分 算 子 K 
或 奇异 积分 方程 (3.116) 的 指标 ,显然 有 % 一 一 x'。 

先 讨论 方程 (3.118) 的 求解 ,其 右 端 暂时 看 为 已 知 函 数 。 

当 x>>0 时 ， 奇 异 积分 方程 (3.118) 即 方程 (3.115) 等 价 于 
Fredholm 型 积分 方程 


No=p() + | Ta ol) art Ta 
=f"(t), | (3.120) 
其 中 


Nt, 要 一 ay 7)— » -2020 | le) 全 ) 


(ri) (rH 
- OAON cm 
Nb 可 | Be 
FO =RF-2b ZOP sD), 
而 函数 Z( 人 )、 算 子 尼 都 辣 89 中 所 述 的 意义 一 样 ,Pa(9 是 车 
次 不 超过 x 一 次 的 任意 多 项 式 , 当 一 0 时 ,应 认为 Py-1( 人 =0。 
。 i40。 


当 x<0 时 ， 奇 异 积分 方程 (3.118) 即 方程 (3.115) 等 价 于 
Fredholm 型 积分 方程 (3.120)， 在 其 中 应 认为 了 -1() 三 0, 以 及 
带 有 一 x 个 附加 条 件 


i490 tf, BP 


_{ 纺 坟 (GD) gj 
上 i -x (3.121) 


其 中 和 A(t) -| A 冯 夺 和 { dss 


BDO- ee 
对 相 联 方程 (3.119) 即 方程 (3.116) 的 讨论 也 是 类 似 的 。 
Predbolm 型 积分 方程 (3.120)， 我 们 在 参考 文献 的 第 三 
章 中 已 讨论 过 。 基 于 [中 的 结果 5 齐 次 积分 方程 Np 一 0 和 其 相 
联 齐 次 方程 


Ny=p +] NC, yart|, Non OT a0 


有 相同 个 数 » 的 线性 独立 解 ， 非 齐 次 积分 方程 pg 可 解 的 
充分 和 必要 条 件 是 满足 v 个 等 式 


Bef f° DDa=0, jl, (3.129) 


其 中 由 (四 (7 一 二 …， 2) 是 相 联 齐 次 方程 入 由 =0 的 线性 独立 解 
的 完全 组 。 

当 x 之 0 时, 与 奇异 积分 方程 (3. 115) 等 价 的 Frodholm 型 积 
分 方程 (8.120) 中 包含 有 任意 多 项 式 Ps-1(t), 它 的 系数 是 任意 复 
数 。 我 们 把 这 个 任意 多 项 式 ,1() 表 为 函数 # 色 (j=0， 十 …， 
# 一 1) 的 具有 实 系数 的 线性 组 合 

P18) = A (t) + As02(t) + a, 

其 中 oa ()，…，azu (1) 表示 函数 妇 好 (7=0 1 一 一 让 按 某 种 
次 序 的 一 个 排列 ，41，…， 和 ,都 是 任意 实 沉 数 。 


9 在 专营 [了 中 方程 Ng0 的 二 广 的 富里 所 定 % 区 入 有 不， 但 [4 
本 的 诸 结果 在 这 里 仍然 成 立 。 
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记 | 6=Re ,PC) RFC a j=1, ep 
其 中 算 子 屁 如 前 所 述 , 即 


Rf=o0f 的 -02 区 | > A 


而 由 ( 引 (I 一 4，…, 2) 是 方程 入 业 =0 的 线性 独立 解 的 完全 组 。 于 
是 积分 方程 No= 户 的 可 解 人 性 条 件 (3.122) 可 写 为 形式 


4 5 b= 1， (3.123) 


其 中 yw 者 是 完全 确定 的 实 常数 ， 它们 不 依赖 于 函数 六 。 以 p 表 
示 和 矩阵 (Yiy) vxow 的 秩 , p 和 2x，p 和 >。 于 是 , 仿照 § 11 中 的 那样 扒 
导 , 可 以 得 到 线性 代数 方程 组 (3.123) 的 可 解 性 条 件 ， 因而 ， 奇异 祖 
分 方程 (3. 706) 的 可 解 性 条 件 且 有 形式 . 


Re ， WFO U0, 1 3129) 


其 中 为 (2)(j=1，…b 一 p) 是 确定 的 线性 独立 的 函数 。 此 外 , 齐 次 
奇异 积分 方程 Kp=0 的 线性 独立 解 的 个 数 
1=2x+v—p。 | . (3.125) 
在 x<0 情形 ， 奇 异 积分 方程 (3.115) 的 可 解 性 条 件 也 可 以 化 
为 形 如 上 面 (3.12 久 的 条 忻 ,但 这 时 应 取 
9=1, 功 y+1, ,p+0, 
而 0<o<— x, 
对 相 联 奇异 积分 方程 及 小 =g 也 可 类 似 讨 论 。 
由 此 可 见 ， 痢 次 奇异 积分 方程 Kp==0 和 小 =0 的 线性 独立 
解 的 个 至 都 是 有 限 的 ， 分 别 以 7 和 了? 卖 示 它们 的 线性 独立 解 的 个 
数 。 
.这样 ， 对 于 奇异 积分 方程 3.11 乓 和 (3. 116) 就 建立 了 关 似 于 
$ 7 中 定理 3.3 的 第 一 条 基本 定理 。 
定理 8.10 ” 齐 次 奇异 积分 方程 疏 p--=0 和 下 中 一 0 的 线 性 独 
立 解 的 个 数 都 是 有 限 的 。 
下 面 对 于 奇异 积分 方程 (3.115) 和 (3. 110) 再 证 明 类 似 于 sr 
* TI43。 


中 的 定理 3.4 和 定理 3.5 的 两 条 基本 定理 。 和 
定理 3.1L 为 使 奇异 积分 方程 Ko 了 可 解 . 从 而 且 民 
满足 
Re Of Oe0 j=b ey (8126) 
其 中 由 ( 引 (I 一 1，…, 了 是 相 联 齐 次 方程 及 由 一 0 的 线性 独立 解 
的 完 全 组 。 
证 明 此 条 件 (3. 136) 的 必要 性 ， 由 公式 (3. 117) 即 可 明 自 。 . 
现在 证 明 条 件 《3.126) 的 充分 性 ， 上 面 已 经 指出 ,奇异 积分 方 
程 Kp=f 可 解 的 充分 和 必要 条 件 可 以 归结 为 菜 m 个 形 如 


Re| ， NDFAO UO jl, om (8.127) 


的 关系 式 ， 其 中 为 () (j 一 1，…, 汉 ) 为 某 些 确定 的 次数 。 如 果 能 
够 证 明 条 件 (3.127) 是 条 件 (3.126) 的 推论 , 那 来 ,条件 (3.136) 的 
充分 性 也 就 得 到 了 证 明 。 为 此 ,利用 前 面 已 经 用 过 的 方法 ,也 就 是 
说 ,假设 g( 是 满足 HH51der 条 件 的 任意 函数 , 于 是 方程 Kp 一 Ky 
是 可 解 的 ,因此 必然 有 

o-Ref ， st) Kg a Bol G7 RGL 


这 里 应 用 了 公式 (3.117)。 由 此 , 再 根据 函数 9( 轧 的 任意 性 ,就 得 
出 且 %N() =0, 因而 函数 为 (如 是 画 数 :加 (区 加 人 的 线性 组 
合 。 这 样 ,就 证 明了 定理 的 结论 。 
定理 3.12 相 联 的 齐 次 奇异 积分 方程 Kg=0 和 =0 的 
线性 独立 解 的 个 数 了 和 了 之 差 等 于 算 子 下 的 指标 % 的 两 倍 , 即 
1 一 ! ~ 2x。 (3 .123) 
首先 考虑 奇异 积分 算 子 K 的 指标 x 之 0 的 情形 ; 这 时 , 奇异 积 
分 方程 Kp=f 可 父 的 充分 和 必要 条 件 是 等 式 (3.12 和 9 成立， 其 中 
X(t), (2)), …， 和 -pop( 四 是 线性 独立 的 确定 的 函数 。. 男 一 方面 , 由 
定理 3.11 所 述 ， 奇 异 积分 方程 Kg 一 了 可 解 的 充分 和 必要 条 件 是 
等 式 (3.126) 满 足 。 
这 样 ， 如 果 让 为 是 满足 也 5lder 条 件 且 适合 条 件 (3.124) 的 任 
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意 函数 , 则 它 也 适合 条 件 (3.126), 反之 也 然 。 因此, 如同 在 §11 中 

所 作 的 那样 ， 容 易 断 言 ， 函 数 知 (人 和 人， …， j-v 人 是 函数 

让 (和) ，…pv (的 实 系 数 线 性 组 合 , 反之 也 然 。 于 是 
和 po 

由 这 个 等 式 连同 上 面 已 证 明 过 等 式 (3.125), 就 导出 所 要 证 明 的 

公式 (3.128)。 ， ， 

再 考虑 x<0 的 情形 ， 在 这 种 情形 下 ， 可 以 对 奇异 积分 方程 
Kp 一 0 的 相 联 方程 有 小 一 0 进行 类 似 讨论 ， 从 而 得 出 所 要 证 明 1 
结果 。 这 时 ,后 者 的 指标 ww 一 x 是 正 的 。 这 样 , 就 可 以 认为 定 
3.12 已 经 得 证 。 | 

.在 hs(b zo) 二 0 的 特殊 情形 , 这 里 的 结果 必然 和 $7 中 的 结果 
一 致 ， 但 两 者 在 表面 形式 上 略 有 些 不 同 ， 这 是 由 二 线性 独立 性 在 
此 处 是 按 狭义 的 线性 组 合 来 理解 的 。 事实 上 , 设 奇 异 积分 方程 
(3.11 胎 申 的 及 后,9) 三 0, 又 假设 pi1( 信 ps (人 )，…, s(t) 是 齐 次 
方程 Kp 一 0 在 通常 意义 下 的 线性 独立 入， 则 显然 , 站 个 函数 
1 的 ，Va 有， 名 ( 人 及，2r (及 jos 有， 2 人才 是 此 同一 方程 
在 汪 义 下 前 级 和 名家 因而 1=2h。 类似 地 请 

-， ww( 四 是 相 联 齐 次 方程 下 浅 = 0 在 通常 意义 下 的 线性 独立 解 ， 
则 2%' 个 函数 六 的 ， (的 机 的 ， 刘 :直击 人 的 ，… wy( 旭 是 
此 同一 方程 在 效 义 干 的 线性 独立 解 ， 因 而 有 了 Y = 31。 从 而 由 公式 
(3.128) 就 得 出 5~r 二 x, 这 就 是 定理 8.5 中 所 述 的 公式 (3.48)。 
与 此 相应 的 ,可 解 性 条 件 (3.126) 等 价 于 条 件 : 


[ibdF WH 0 jl 
后 者 就 是 定理 3.4 中 所 述 的 可 解 性 条 件 (3.4)。 


$ 14 含有 未 知 函 数 的 共 二 务 数 的 奇 春 各 分 方程 


本 闻 渤 一 步 计 论 更 一 般 的 信 有 来 知 了 数 的 共 胃 数 的 奇异 
分 方程 ,讨论 它 的 解法 。 
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考虑 如 下 形式 的 奇异 积分 方 各 
Mp=a(D)o(D + 090 + | Ear 


+ 的 族人 人 加 十 | hl, DE). 


+) mb, pr =f C0), (3.129) 


其 中 四 7) 和 om(ti 5) 都 是 弱 柯 性 核 。 这 里 4a(), 5(), eC)， 
a(t), bli, v), mlt, 7), / () 都 是 给 定 在 荆 上 满足 Hldex 条 件 
的 函数 。 . 

这 一 节 星 要 指出 ， 可 以 利用 两 个 算 了 乘积 的 方法 ， 把 形 如 
(3.129) 的 奇异 积分 方程 化 为 上 节 中 所 讨论 的 奇异 积分 方程 ,未知 
涵 数 的 共 轿 函数 只 出 现在 正则 部 分 积分 号 下 。 | 

候 设 给 定 两 个 形 如 (3.129) 的 奇异 积分 算 子 -， 

Mop=agpt bp+ oSp t+ dSg+ kg mp, 
Mp=asp + bp toSp+ dp + kp + meg, 


这 里 为 了 书写 方便 ,已 记 
-工人 gC) 
Sp 一 二 |， Tt—t dr, 
而 tp 一 | hb volr)ds, j=1; 2 


mz-| mt, TPT de, 一，2。. 
现在 作 算 子 于 : 和 12 在 所 指 次 序 下 的 乘积 8270, 有 
MM.p=lp+pp+nSp+ySpt+ Tp+ Vo, (3.130) 
其 中 | . . 
UO LAGLAGEAAOIAOLI AOLNOP TAOPAOR 
ORALAGETAOANOP TULAGOLAOPIAOLAOR 
OFAGOLAGOERAOLNOE LAOLNOPINAOLAGOR 
MGOLLAOLAGETNOLAOPIAOLIOETAOLAGON 
(3.131) 
而 了 与 焉 都 是 具有 弱 奇 性 核 的 积分 算 子 。 因 此 ,为 使 算 子 Ms1; 


:jd45 。 


中 未 知 函数 的 共 罗 函数 仅 在 正则 部 分 的 积分 号 下 出 现 ， 可 如 此 选 
取 算 于 20 中 的 系数 ,使 
p=0, gq()=0, 
由 PC)、g (人 的 表达 式 (8.131) 可 以 看 出 ， 这 只要 取 算 子 肥 中 的 
诸 系数 为 
Ca (全 一 三 从， 0s( 人 一 一 和 人， 
06s) = — ci), dalt) = —d(t) 
这 样 一 来 , 如果 用 是 形 如 (3.129) 的 任意 奇异 积分 算 子 , 则 令 
Mp=a0 ol) ~ 0 TD 00 Sp -at) Sp, 
就 有 Mop=1 PG) tn Sp+ To+ Fs, (3.132) 
或 者 类 似 的 有 
MMp=1() p(t0) + nl So+ Tap+ op, 
其 中 ,Ts, 瑟 , Vo 都 是 具有 弱 琳 性 的 积分 算 子 , 而 相应 于 
《3.131), 有 
70) = 1600) | ~— 150) | 1c |]:+ 1a() |， 
nm (区 一 cc 办 一 cc 十 Da(D 一 2005。 
将 异 积分 算 子 (3.132) 就 是 上 一 节 所 讨论 过 的 情形 。 
这 样 一 来 , 形 如 (3.129) 的 奇异 积分 方程 可 以 化 为 上 节 所 讨论 
过 的 类 型 方程 。 这 时 有 两 种 化 法 : 一 种 化 法 是 从 左边 作用 算 子 般 
于 方程 (3.129) 的 两 端 ; 另 一 种 化 法 是 在 方程 (3.129) 中 令 p= 旋 。 
而 得 到 。 这 两 种 化 法 都 涉及 到 等 价 性 问题 。 这 种 化 法 的 等 价 性 问 
题 是 一 个 较 困难 的 问题 , 这 里 不 予 讨论 。 现在 不 加 证 明 地 写 出 下 
述 结论 来 结束 这 一 节 。 
假设 
1 —nl) = [0() —o()] [00) +00)] 
一 双人 + a L0G) a] #0 
则 对 于 奇异 积分 方程 (3.129),Noether 型 诺 定 再 者 成立 ， 其 指标 
x 等 于 
» 146。 


x 一 2TInd[ 人 ) mb)] ) 
而 可 解 性 条 件 具 有 形式 
Ref 7 (Oh d=0, 


其 中 灿 (D) 是 (8.129) 的 共 思 齐 次 方程 的 线性 独立 解 的 完全 组 (这 
里 的 线性 独立 性 是 在 实数 域 上 理解 的 )。 


.$15 ”Hilbert 核 奇异 积分 方程 


HH. Foinoar6 在 研究 潮汐 理论 中 的 边 值 问题 时 ,得 出 如 下 形式 
的 具有 实 变量 的 奇异 积分 方程 
als), + Go ug 开 (cjptajac -f(s), 
(3.139) 
其 中 ws) 、F(9) 和 五 (s，o) 都 是 给 定 的 以 ze 为 周期 的 连续 实 函数 ， 
积分 是 理解 为 0auoby 主 值 意义 。 形 如 og (9 的 核 称 为 
Hilbert 核 


这 样 的 具有 Hilbert 核 的 奇异 积分 方程 等 价 于 前 而已 讨 仑 过 
的 具有 Cauchy 核 的 奇异 积分 方程 ， 


“WpO + Ben) pa， (8.139) 
-其 中 人 * 为 复 变量 。 假 设 万 是 以 点 z=0 为 中 心 ， 。 为 半径 的 加 


周 ， 以 和 + 下 示 回 周二 上 的 分 别 对 应 十 幅 角 全 :各 o。 的 
点 。 为 了 简单 ,我 们 记 

a(s) =alt), 2s) =pCt), f(s) =f 0), 

Pls, o)=F, 7)， Plo) =9(7)o 


2mrt9 ?ri 


于 是 有 fT) 
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dr om odo 
从 而 T 一 Ho 如 CT 


将 而 . 
ctg = Tg-s)do= 三 2 


这 样 一 来 ， 从 (3 .135) 得 
人 ze octgS(o -so(a)da 


-| Plt, s(t) | 和 to Tlar ， 


mT Tt Ym 7 


和 (3.128) 
T 


中 ls 


-| EK pn), 
其 中 


KG 二 一 到 古人 的 人 | 一 |。 (3.136) 


从 而 具有 Hilbert 核 的 奇异 积分 方程 (3 133) 可 化 为 具有 Cauchy 
核 的 奇异 积分 方程 (3.134)。 这 两 者 是 等 价 的 。 如 果 再 假设 方程 
(3.183) 中 的 函数 了 了 (s,o) 和 了 (s) 都 满足 H6lder 条 件 , 则 由 (3.136) 
表达 的 函数 天 人 5 ?) 也 满足 H6lder 条 件 ， 因 之 , 利用 前 面 对 
‘Qauchy 核 奇 异 积分 方程 的 论述 , 就 认为 可 以 解决 Hilbert 核 的 奇 
蜡 积分 方程 了 。 

这 里 我 们 要 指出 的 是 . 有 Hberi 核 的 奇异 积分 方程 (3.133) 
的 特征 方程 在 某 种 确定 的 意义 下 等 价 宁 一 个 Riemann-Hilbert 
边 值 问题 ,后 者 的 求解 已 在 第 二 章 $6 中 讨论 过 。 


第 四 章 。 奇异 积分 方程 组 


这 一 章 讨 论 食 Oauohy 核 的 奇异 积分 方程 组 ， 建 立 类 似 于 单 
个 方程 那样 的 结果 。 


$1 一 些 记号 和 术语 
设 有 给 定 在 某 些 光滑 曲线 上 或 给 定 在 某 些 区 域 上 的 个 函数 
1 (2), F(z), “0 $, (2), 称 这 % 个 函数 的 全 体 为 一 向 量 , 记 为 对 
孝 
$= (Di, $,, 四 S$,), ， 
而 称 $B， …， 加 为 此 向 量 儿 的 分 量 。 
考 岂 线性 变 奖 
= Ap, j= 一 省 (4.1) 
其 中 44( 1- 十 …， 由 都 是 给 8 定 在 与 五 一 样 的 定义 范围 内 的 天 
数 。 下 换 (4.1) 可 简写 为 
B=A5, . | 
其 中 向 量 。 多 = (By VD ), $=(Dy, , B); 
La Aiwa * Ai | 
算 阵 A= .42 42 机 an ， 


其 元 素 是 4Ax( 1= 刁 … 办。 记 果 矩阵 4 的 行列 式 det (4) 六 
0, 则 称 竹 阵 4 是 非 厅 异 的 ,或 说 它 是 满 秩 的 。 


称 和 数 六 Vy 为 两 个 向 量 
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$= (8,, "°°", &,) 和 VD=(V,, “0 VD,) 
的 来 积 , 记 为 外 多 或 者 罗 , 即 


GY VSS Gp,. 
他 


称 抢 阵 0= (Gi) 为 丁 个 矩阵 4 = (4 壤 ) 和 及 ~ (Bm) 的 来 梭 ， 
其 中 的 元 素 
O01— DAnBr, Tf-l ,mo 


把 矩阵 4==(4y) 的 行 与 列 互 换 而 得 到 的 矩阵 称 为 4 的 转 置 

拒 阵 , 记 为 4 一 (4r》 其 中 
万, 二 = Ain, 1 了 = 了 
易 知 , 对 于 任意 两 个 向 量 和 守 , 总 有 
‘VAT=GAT™, 

其 中 BA 和 全 4? 罗 分 别 表示 向 量 罗 与 向 量 4AF 的 乘积 和 向 量 
多 与 向 量 47 的 乘积 。 

对 于 矩阵 和 还 有 如 下 一 些 关系 式 ，- 

(4B)T= BrAT, (4AB)-1~= B14A-1, (A-1)T= (A7)-1, 

' 本 (4.2) 

这 时 , 要 假设 矩阵 4 和 B 都 是 非 奇异 的 , 而 4- B-! 表 示 4、B 
的 北 失 阵 。 

以 后 讲 到 某 个 向 量 或 矩阵 是 连续 的 、 满 足 HH6lder 条 件 的 .分 
块 解析 的 等 等 ， 则 是 指 这 个 向 量 的 所 有 分 量 或 这 个 矩阵 的 所 有 元 
素 都 是 连续 的 、 满 足 H6lder 条 件 的 、 分 块 解析 的 等 等 。 设 向 量 

$= (8, 7 $$,), 

的 所 有 分 量 $B (f=1, ,1) 
都 是 分 块 解 析 函 数 ， 在 无 穷 远 点 有 有 限 阶 ， 则 称 分 块 解析 向 量 久 
在 无 穷 远 点 有 有 限 阶 ,其 阶 数 为 分 量 的 阶 数 中 的 最 大 者 。 对 
甜 降 也 一 样 定义 。 如 果 在 无 穷 远 点 的 邻 域内 有 - 


Be) = Hs) +O(F) jb 
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这 里 (是 多 项 式 ,就 称 向 量 
7(G) = (7 (2 

为 向 量 F(z) 在 无 穷 远 点 的 主 部 。 如 果 <0, 则 ?7(2) 是 一 个 零 向 
量 。 

在 这 一 章 里 仍 假设 工 是 由 m 十 1 条 互 不 相交 的 简单 光滑 闭 转 
道 Io， 工 ，…，L 的 全 体 组 成 ，Zo 把 其 余 的 I， …， Lm 都 含 在 
它 的 内 部 , 这 样 的 工 图 成 一 个 连通 区 域 D5 工 的 正方 向 是 使 区 域 
D+ 位 于 其 左 便 的 方向 。D++ 石 关于 全 平面 的 补 区 域 记 为 D-。 


$2 含 Cauchy 核 的 奇异 积分 方程 组 的 基本 定理 


考察 含有 Cauchy 核 的 如 下 形式 的 奇异 积分 方程 组 
和 六 wm 


L868=1 五 一 
一 ja 二 (4.3) 
关中 < 孝 是 光 坟 此 级 荆 上 的 上 aslD)、 Koolh, 7) Falt) 有 
1 … 中 都 是 给 定 在 荆 上 的 满足 Hilde 条 件 的 函数 ，pa() (a 
一 1,，…, 只 是 未 知 函 数 。 往 后 总 是 在 满足 H6lder 条 件 的 向 量 函 
数 类 内 来 求 奇异 积分 方程 组 (4.3) 的 解 , 它 是 一 个 向 量 。 
以 g(t) 和 GD 分 别 表 示 分 量 为 办 的 ,Pa 的 ，…， wa(D) 和 
廊 (GD，… 九 的 的 向 量 
P(t) = (p16), alt), 7 pn lt)), 
f(D = fC), f(D, 1, fl))o 
以 et) 和 KK( 四) 分别 表示 元 素 为 woa(t) 和 Kaalt, 7) 的 矩阵 
alt) = (Casal), Ks 7) = (Kash, ))o 


且 记 算 隆 全 一 开化 及 一 oo) 
其 中 baglt) = 五 ap 由 妃 。 


这 样 ,就 可 以 把 奇异 积分 方程 组 (4.3) 写成 简单 的 形式 
| EOE glo) dv fe), (4.3)’ 


LI 
181» 


Kop=0(t) p04) 十 三 


或 者 写 为 、 
Ko=K’pt+kp=f(t), . (4.4) 


= 0) ( Sr) 
其 中 Kp=a() op) t+— |), Hs 


io= 方 | ze T)9(zJgw。 


式 中 和 抢 阵 
ph, RG TbD) KC 7) KD 


T—t 了 一 站 
_ b(t, +) 
[|z—t|* | | 
且 和 矩阵 及 人 满足 也 2lder 条 件 。 巡 朱 方 程 组 (4.3) 中 所 有 
， fed)=0 (ag=1, .…, %), 
即 f (是 一 个 零 向 量 , 就 得 到 齐 次 奇异 积分 方程 组 。 
由 (4.3) 式 或 同样 由 (4.4) 式 确定 的 算 子 及 称 为 具有 Qauchy 
核 的 坷 异 积分 算 子 ， 它 把 满足 HH51der 条 件 的 向 量 类 中 的 每 一 个 
向 量 9 变 为 也 是 满足 了 5lder 条 件 的 另 一 个 向 量 Kp。 算 子 Kop 
称 为 奇异 积分 算 子 所 的 特征 算 子 ， 荫 表示 式 Kog 称 为 算 子 下 或 
奇异 积分 方程 组 KRp 一 /的 特征 部 分 。 
方程 组 Kp =f 称 为 对 应 于 方程 组 Kp==f 的 特征 方程 组 。 
特别 地 , 如 果 在 奇异 积分 方程 组 (4.3) 或 (4.4) 中 , 矩阵 8 是 
一 个 零 矩 阵 , 即 其 所 有 元 素 丝 为 零 , 就 得 到 Fredholm 型 积分 方程 
组 。 
称 和 矩阵 S(t) =a(t) b(t), D(t) =a(t) —5 (0) 
为 奇异 积分 算 子 及 或 特征 算 子 K° 以 及 奇异 积分 方程 组 Kp 一 f 
或 特征 方程 组 玉 op 一 的 主 拒 阵 。 如 果 在 二 上 处 处 有 
det S(t) #0, det DG) #0, iEL, (4.5) 
则 称奇 异 积 分 算 子 下 以 及 奇异 积分 方程 组 pf 为 标准 型 的。 
以 后 仅 只 讨论 标准 型 奇异 积分 方程 组 ， 即 总 是 假设 条 件 (4.5) 满 
足 。 
把 奇异 积分 算 子 久 和 由 式 
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0<%<1 


{KV=ar YO — Hf 到 所 和 (an 


网 定 罗 儿子 下 称 为 相 联 的 算 子 其 中 征 库 oa 人 各 开 se 分别 
是 矩阵 人 和 尼 (m 人 的 转 置 矩 阵 。 称 奇异 积分 方程 组 
五 中 =9 | 
为 方程 Kp 一 的 相 联 方程 组 ,其 中 gb) 是 给 定 的 任意 向 量 。 
对 于 满足 Hblder 条 件 的 任意 向 量 p() 和 由 ()， 容 易 推出 下 
面 的 一 般 性 公式 
| ,Epdt= | pKwadt, (4.6) 


对 于 标准 型 奇异 积分 方程 组 (4.3) 即 (4.4)， 有 如 单个 奇异 积 
分 方程 一 样 的 Noether 理论 成 立 , 即 下 面 要 证 明 的 三 条 基本 定理 : 

定理 .1 齐 次 奇异 积分 方程 组 | 

.Ko=0 和 Kj=0 

的 线性 独立 解 的 个 数 都 是 有 限 的 。 

定理 和 .2 非 齐 次 湖 异 积分 方程 组 

Kp=f 
为 可 解 的 充分 和 必要 条 件 是 下 列 等 式 满足 
ff a=0, j=1, “0 1 


其 中 由 9 的 (9 一 古 …， 有 如) 是 相 联 齐 次 方程 组 
Kh=0 
的 线性 独立 解 的 完全 组 。 
定理 4.3 机 联 的 齐 次 坷 民权 分 方程 组 
Kp=0 和 Kj=0 
的 线性 独立 解 的 个 数 记 入 之 差 仅 依赖 于 方程 有 gp 一 0 的 特征 部 
分 , 且 等 于 奇异 积分 算 子 政 的 指标 %， 踊 
kb—k’ = xo 
这 里 所 说 的 齐 次 积分 方程 组 的 解 总 是 指 非 零 向 量 ， 所 谓 奇 异 
积分 算 子 及 的 指标 x 是 指 其 特征 算 子 K" 的 指标 
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1 det(a(t) —b(#)) 
x=- 志 | det(a (ty L0G)) |， 


= [arg detlcG-5D) 一 mg dos(a(D) +5(D)]z 


它 是 整数 或 零 四 

下 面 对 奇异 积分 方程 组 应 用 上 一 章 §9 中 的 第 三 种 正则 化 方 
法 来 证 明 上 面 三 条 基本 定理 ， 证 明 的 思路 和 途径 同 单个 方程 的 情 
形 是 类 似 的 。 


$ 3 ”关于 解析 向 量 的 Riemann 边 值 问题 、 


设 万 是 如 前 所 述 的 光滑 曲线 ， 区 域 D+ 和 D- 的 意义 同 前 一 
网 
设 P 人 ) 是 给 定 在 研 上 满足 HGlder 条 件 的 向 量 ,考虑 由 公式 


ll gD gy, 
B(%) 2 jz 7T 一 分 


确定 的 分 所 解析 向 量 , 利用 Coxoqkat-Plemelj 公式 ,有 
"020 rm) pO) gn, 


2 
$70) = “2 于 9 人 二 | 2 

这 里 右 端的 积分 是 Cauchy 主 值 意义 下 的 积分 。 公式 (4.7) 中 的 甸 
与 9 都 是 向 量 , 仍 称 它 为 CoxomgHit-Plemelj 公式 。 

假设 向 量 8(z) 在 区 域 D* 内 解析 ， 可 以 连续 地 拓 息 到 L 上 。 
于 是 ， 利用 Cauehy 定理 ,有 ” 
1 1 Br) , [EGG zsEDt; 
二 | -二 gr -{ 5 0 ， ED-, | 
等 式 (4.8) 是 为 了 使 在 工 上 给 定 的 连续 向 量 @+ (的 能 够 作为 某 个 
在 D+ 内 解析 ， 且 可 以 连续 拓展 到 工 上 的 向 量 (2) 的 边界 值 的 充 
分 和 必要 条 件 。 这 个 条 件 等 价 于 条 件 
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tEL, (4.7) 
dr 


(4.8) 


+] ar 0, 1EL, (4.8)’ 


类 似 地 , 假设 向 量 定 (区 在 区 域 D- 内 解析 , 可 以 连续 拓展 到 荆 
上 , 且 在 无 穷 远 点 有 有 限 阶 , 即 在 无 穷 远 点 的 邻 域内 
$e) =—7(e) +O(i), 

其 中 向 量 | 7(8) = (1, Ys, , 7 
是 向 量 (2) 在 无 穷 远 点 的 主 部 。 于 是 ,有 

1 0- ( (2), A 

pa T— Lar— 7(2) = { 0 ,2zED+t, (4.9) 
等 式 (4.9) 是 为 了 使 在 五 上 给 定 葛 连续 向 量 灾 - (6) 能 够 作为 某 个 
在 D- 内 解析 , 可 以 连续 拓展 到 荆 上 且 在 无 穷 远 点 具有 主 部 7(z) 


的 向 量 (2) 的 边界 什 的 充分 和 必要 条 件 。 这 个 条 件 等 价 于 条 什 


-0) + |, To dz 一 7 的 =0 iEL,. (4.9)’ 


现在 提出 关于 个 未 知 函数 多 (z)， Da(%), 机 ge), 或 关 
于 未 知 向 量 i 


G0) = (Dy Bare 本 
药 Riemann 边 值 问题 如 下 ， 
求 分 块 解析 向 量 
G(9) = (Dy, Da, 2, ,) 
在 无 穷 远 点 有 有 限 阶 ; 兴 曲线 古 * 上 满足 这 党 值 连接 委 件 
DO = Dn DD +g, i ED (4.10) 
或 者 写成 简洁 的 向 量 形式 的 边界 值 条 件 
B+ B 0 +g, iEL, (4.10)" 
其 中 G2) = (Gn(d)) 
是 给 定 在 卫 上 满足 Holder 条 件 的 想 阵 + 称 为 系数 把 降 ， 
9 的 = 一 (90 gs ,gn) 
是 给 定 在 荆 上 满足 HSlder 条 件 的 向 量 。 我 们 假设 , 在 荆 上 系数 
短 阵 9 器 处 处 非 奇异 , 也 即 在 五 上 处 处 det G( 轨 关 0。 
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如 果 向 量 9 人 是 一 个 零 问 量 ， 就 得 到 齐 次 Riemann 边 值 亲 
题 。 对 于 齐 次 Riemann 边 值 问题 , 如 果 非 零 向 量 B 中 (2)， 中 (2)， 
…，gm (9) 都 是 它 的 特 解 , 则 向 量 

Gs) = PHB ED) + PH BD) Tt Pm (2) Bg) 
也 是 它 的 一 个 解 ,其 中 P(e)，…，Pm(z) 都 是 任意 的 多 项 式 。 

考虑 一 个 特殊 的 Riemann 边 值 问 题 ， 假 设 p( 四 是 给 定 在 工 
上 满足 H5lder 条 件 的 向 量 ， 要 求 确定 一 个 分 块 解析 向 量 SC) 在 
无 穷 远 点 有 有 限 阶 , 在 工 上 满足 边界 值 条 件 

BO) -BH -pt 1EE, 

这 是 上 述 Riemann 边 值 问题 (4.10) 当 G() 是 个 单位 矩阵 的 

特殊 情形 。 易 知 , 它 的 解 由 公式 


Bl) — sr|, 2 2 四 git Yo) (4.:11) 


给 出 ,其 中 向 量 
ys) = (V9) ,| 
是 网 量 (在 无 穷 运 点 的 宇 郭 ， 这 旦 为 (), 访 扣 ,入 (者 
是 多 项 式 ,给 定 了 主 部 后 , 它们 也 随 之 完全 确定 了 。 特 别 是 ， 如 果 
要 求 分 块 解析 向 量 8) 在 无 穷 远 点 为 零 , 则 7(e) 是 个 零 向 量 。 


$4 齐 次 Riemann' 边 值 问题 的 求解 


考察 齐 次 Riemann 边 值 问 题 , 求 一 个 分 块 解析 向 量 
$2) = (&,, Ba, 区) 7 
它 在 无 穷 远 点 有 有 限 阶 , 在 卫 上 满足 边界 值 联结 条 件 
G+) = 80- (HD, 1EL, (4.12) 
其 中 G 办 是 给 定 在 了 上 满足 HH6lder 条 件 ; 旧 处 处 非 奇 异 的 矩阵 。 
以 后 可 以 看 到 ， 边 值 问题 (4.12) 的 任何 解 ( 非 零 向 量 ) Cz) 的 
边界 值 6+ 以 满足 Hlder 条 件 ， 因 此 对 于 边 值 问题 (4.12) 的 解 ， 
总 是 理解 为 其 边界 值 是 满足 Holder 条 件 的 。 
。156 。 


先 求 边 信 问题 (4.12) 的 在 天 穷 庆 点 处 有 给 定 主 部 7 四 的 和 . 
Bz), 其 中 : 
| . (8) = Ys, Ys °° , 7,), > 
而 G2) (5 一 1，…, nn) 都 是 给 定 的 多 项 式 。 这 时 ， 齐 次 边 信 向 题 
(4.12) 等 价 于 下 述 的 问题 ， 求 定义 在 研 上 上 满 是 了 5lder 条 件 前 向 
量 5-(t)， 使 之 满足 ， 卫 它 是 在 区 域 B- 内 解析 ， 可 以 连续 折 展 
到 厂 上 且 在 无 穷 远 点 有 给 定 主 部 7(z) 的 某 个 笛 量 吕 (2) 的 边界 
值 2) 与 向 量 和 -由 线性 变换 
G+(t) =G 0) 8- (0) 
相 联 系 的 向 量 +(t) 是 某 个 在 区 域 D+ 内 解 煌 , 亲 以 连续 拓展 到 工 
上 的 向 量 多 (2) 的 边界 信 。 由 上 节 等 式 (4.8)” 和 (4.9)’， 这 后 一 问 
题 又 等 价 于 向 量 (办 必须 词 时 满足 关系 式 ， 
g++ | 于 (Dy), El (4.19) 


2x2 Jr 7 一 


1 gn OGD je 
ER OL ORI 1 了 
(4.14) 
把 (4.14) 式 改写 为 
1 1 fF GDG(7)G-(s) 
-0 


-一 上 
其 中 GT 从 是 矩阵 G 人 的 的 逆 匈 阵 ， 并 从 (4.13) 式 减 去 此 式 ， 就 得 
到 
-Et)— 二 CD 和 GG- War Y(t), 
(4.15) 
其 中 石 是 单位 矩阵 。 (4. 15) 式 是 关于 向 量 S$- 色 的 积分 方程 组 ， 
其 核 矩 降 
GE) BH GDG(z) 一 -aneg 


Tt 
01DTG 7) 0) 


五 一 站 


-了 忆 ,0<X<d 


» 157 。 


而 素 ( 可 是 满足 Hlder 条 件 的 完全 确定 的 矩阵 ， 因 之 ，(4.5) 
是 通常 的 Fredholm 型 积分 方程 组 。 

现在 区 问题 是 ,在 怎样 的 条 件 下 ， 积 分 方程 组 (4.15) 可 解 ?是 
不 是 积分 方程 组 (4.,48) 的 任何 解 都 能 导致 原先 边 值 问题 (4.12) 的 
一 个 角 下 面 就 来 考虑 这 两 个 问题 ， 

_ 先 来 回答 后 一 个 网 题 ,首先 易 见 ,积分 方程 组 (4.15) 的 每 个 连 
续 解 都 满足 HSlder 条 件 。 其 次 , 设 ~(6) 是 方程 组 (4.15) 的 任意 
解 , 则 显然 ， 当 且 仅 当 向 量 6- (0) 同 时 清 足 关系 式 (4.13) 和 (4.1 人 ) 
时 , 才能 由 它 导致 原先 边 什 问题 (4.12) 的 一 个 解 ， 这 就 是 说 , 必须 
要 向 量 ~(6) 是 一 个 在 区 域 D- 内 解析 .可 以 连续 拓展 到 荆 上 且 
在 无 穷 远 点 有 主 部 Y(z) 的 向 量 钾 (2) 的 边界 值 , 而 向 量 G9( 有 多 -() 
是 某 个 在 区 域 D+ 内 解析 ,可 以 连续 拓展 到 工 上 的 向 量 @(z) 前 边 
办 值 。 为 此 , 引进 分 抉 解析 向 量 多 (2), 它 由 下 式 确 定 


ye Te 全 Duo- 7(z), 2 GE 用 + | ) 
Bs) = (4.16 
|, a s,s€ D-, 
向 量 罗 (z) 在 无 穷 远 点 为 零 。 于 是 , 关系 式 (4.13) 和 (4. 均 等 价 于 
V+ =0, VY-H =0, 1€EL, 
因 之 在 全 平面 有 | 1 
VW(s)=0。 
另外 , 由 表达 式 (4.16), 还 可 把 积分 方程 组 (4:15) 写 为 . 
VHD, 1EL, (4.17) 
这 样 一 来 ， 如 果 与 积分 方程 组 (4. 节 ) 的 解 下 -办 由 式 (4.16)， 
确定 的 向 量 多 (Go) 恒 等 于 夫 ， 则 向 量 区 (s) 就 是 原先 边 值 问题 (4， 12) 
的 解 ， 而 若 向 量 罗 (z) 不 恒 等 于 零 ， 则 它 就 是 边 值 问 题 (4.17) 的 在 
无 穷 远 点 为 零 的 一 个 解 ( 非 零 向 量 )。 
边 值 问题 (4.17) 称 为 边 值 问题 (4.12) 的 伴随 问题 。 
从 而 得 到 下 述 的 引 理 ; 
引 理 4.1 如 果 齐 次 Riemann 边 值 问题 (4.12) 的 伴随 问题 
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(4.1) 没 有 在 无 还 志 为 过 的 解 ， 则 由 积分 方 各 组 (41 国 的 任何 
解 就 能 给 出 原先 边 值 问题 的 一 个 解 (向 量 )。 
如 辣 对 于 边 信 问 题 (4.19) 得 出 积分 方程 组 (4.15) 一 样 ， 对 于 
伴随 问题 (4. 苑 ) 所 得 出 的 积分 方程 组 为 
的 二 让 SOB er)are0. (9 
这 样 , 就 解决 了 上 面 所 提出 的 第 二 个 问题 。 ， 
其 次 来 考虑 前 一 个 问题 ， 即 要 研究 积分 方程 组 (4.18) 的 可 解 
性 问题 。 积 分 方程 组 (4. 巧 ) 的 相 联 齐 次 方程 组 是 
eh Gr) 加 (nar 0, 


22 五 一 


(4.19) 
这 个 积分 方程 组 的 核 矩 阵 是 将 积分 方程 组 (4.15) 的 核 矩 阵 
-OOGCD -用 转 置 ， 再 把 变量 + 和 了 互 换 而 得 到 的 ， 在 此 利 


5 

用 了 人 矩阵 的 运算 性 质 (4.2) 。 至 于 积分 方程 组 (4.19) 中 的 未 知 向 

量 采用 较 复杂 的 表示 式 "+(t) 是 为 了 后 面 论证 的 方便 。 积 分 方程 

组 (4.19) 也 可 与 菜 个 Riemann 边 值 问题 联系 起 来 。 为 此 , 考察 边 
值 问题 

GT) = GE)) GT), 1EL, (4.20) 

称 它 为 边 值 问题 (4.12) 的 相 联 问 题 。 我 们 只 要 求 讨论 它 在 无 穷 远 
点 为 零 的 解 , 这 时 , 边 值 问题 (4.20) 所 对 应 的 积分 方程 组 为 
8 的 -| OD TE (odr=0, 


(4.21) 
相 联 问题 (4.20) 的 伴随 问题 
tH) GD), 1EL, (4.22) 
斯 对 应 的 积分 方程 组 就 是 (4.19)。 

这 样 ， 家 分 方程 组 (4.15) 的 其 联 齐 次 方程 组 (4.19) 是 对 应 了 于 
边 值 问题 (4.22) 一 一 边 值 问题 (4.1I2) 的 想 联 问题 的 伴随 问题 一 一 
的 Fredholm 积分 方程 组 。 
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训 理 双 2 如果 边 全 问题 (和 .19) 的 伴随 问题 (4.17) 和 相 联 问 
题 (4.20) 都 没有 在 无 穷 远 点 为 替 的 ( 非 替 ) 解 ， 则 积分 方程 组 : 
(4.1B) 对 于 任 总 的 和 右 问 总 是 可 解 的 ， 且 由 这 个 积分 方程 组 的 任何 
解 可 以 给 出 原先 边 值 问 题 (4.12) 的 解 。 

这 个 引 更 的 后 半 部 分 已 由 引 理 4. 1 谓 明 ， 我 们 来 证 明 它 的 前 
半 部 分 。 

由 于 边 值 问题 (4.20) 是 边 值 问题 (4， 22) 的 伴随 问题 ， 按 假设 ， 
前 者 没有 在 无 穷 远 点 为 零 的 解 ， 因 之 ,由 引 理 4.1, 相应 于 边 值 问 
题 (4.22) 的 积分 方程 组 (4.19) 的 任何 解 都 给 出 边 值 问题 (4.22) 的 
解 ， 因 此 , 包 人 人 扩 必 是 某 个 在 区 域 Dt 解析 、 可 以 连续 拓展 到 工 上 
的 向 量 罗 和 (2) 一 《VDI， 罗 2，…， 罗 ) 的 边界 值 。 

积分 方程 组 (4,15) 可 解 的 充分 和 必要 条 件 是 


[ y+ dt= | , 加 Yt) + dt=0, (4.28) 
其 中 p+) = (PO), PED, 1 PD)) 


是 相 联 齐 次 方程 组 (4.19) 的 任意 解 。 因为 函数 序 (t),，72(6)，…， 
7 由 都 是 多 项 式 ， 罗 半 (人 )， 轨 全 ()，…,， 轨 H(t) 滨 是 在 区 域 D+ 内 
解析 、 可 连续 拓展 到 工 上 的 函数 的 边界 值 ,于 是 , 按 Oauehy 定理 ， 
条 件 (4.23) 必然 满足 。 引 理 4.2 得 证 。 

这 样 , 就 解决 了 上 面 所 提出 的 第 一 个 问题 。 

乍 看 起 来 ,使 引 理 4.2 的 条 件 成 立 的 情况 是 很 特殊 的 , 而 且 也 
缺乏 判定 引 理 4.2 的 条 件 成 立 的 有 效 准 则 , 但 是 可 以 说 明 , 一 般 情 
况 可 以 化 为 这 种 特殊 情况 ,而 且 也 确 是 辆 着 解决 Riemann 过 值 问 
题 前 进 了 一 大 步 , 在 某 些 情形 , 可 以 保证 使 引 理 4.2 的 条 件 满足 。 

事实 上 可 先 证 明 ， 总 可 定 出 某 个 数 s>0, 使 边 值 问题 (4.12) 
的 任何 解 在 无 穷 远 点 的 零 阶 数 不 超过 s。 诚然 ， 设 积分 方程 组 
《4.15) 的 齐 次 方程 组 有 个 线性 独立 解 。 并 设 问 量 (2) 是 边 值 
问题 (4.12) 的 任 一 解 ， 它 以 无 穷 远 点 为 上 阶 零点 ， 则 向 量 (2)， 
z 信 (z)，…，s*! 二 (2) 也 都 是 边 值 问题 (4.12) 的 在 无 穷 远 点 为 零 的 
解 , 因 之 ， 它 们 的 边界 值 向 量 厂 (六 ， 绩 -的 ，…， 引 二 - 的 都 满足 
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(4.15) 的 齐 次 积分 方程 组 ， 且 这 些 向 量 显然 是 线性 独立 的 ， 因 之 
bh<s。 这 就 是 说 ， 边 值 问题 (4.12) 的 任意 解 在 无 穷 远 点 的 零 阶 数 
不 可 能 超过 s。 这 样 一 来 , 我 们 总 可 能 找到 这 样 一 个 整数 7 之 0, 便 
边 值 问题 (4.12) 的 伴随 问题 (4: 雪 ) 各 相 联 问题 (4. 20) 都 不 会 有 在 
无 穷 远 点 的 零 阶 数 高 于 7 的 解 。 
回 到 边 值 问题 (4.12) 上 ， 我 们 求 其 在 无 穷 远 点 的 阶 数 不 高 于 
7 前 一 切 解 ， 设 向 量 更 (o) 是 这 料 的 一 个 解 ， 在 区 域 2 内 任意 取 . 
定 一 点 4， 作 向 量 
> D2) ,ED:, 
$2) — | 


Gs) - 
(g—0)”” ED,, 
它 是 Riemann 边 值 问题 
， $+ (1) = (一 @)'G(t)S- Qt), iEL (4.12)* 


的 在 无 穷 远 点 为 有 界 的 解 。 这 样 ， 我 们 就 把 求 边 值 问 题 (4.12) 的 
在 无 穷 远 点 的 阶 数 不 高 于 了 的 解 化 为 求 边 值 问题 (4.12)" 的 在 无 
穷 远 点 为 有 界 的 解 。 此 时 , 我 们 来 证 明 : 边 值 问题 44.12)” 满足 引 
理 4.2 的 条 件 ， 即 它 的 伴随 问题 和 相 联 问题 都 没有 在 无 穷 远 点 为 : 
零 的 解 。 边 值 问题 (4,12)* 的 伴随 问题 是 

内 +(() = (0)-"G-1(D) 鹤 -G4), teEL, (4.17)* 
如 果 它 有 在 元 穷 远 点 为 零 的 解 , 则 边 信和 问题 (4.19) 就 有 解 

(sg), z ED*, 
v=! (s— a) -rw*(g), s€ D-。 

此 向量 在 无 穷 远 点 的 零 阶 数 大 于， 这 与 "的 定义 相 了 矛盾 。 类 似 
地 可 以 证 明 ， 边 值 问 题 (4.12)* 的 相 联 问题 (4.20)* 也 没有 在 无 穷 
远 点 为 零 的 解 。 

于 是 可 以 认为 引 理 4.2 的 条 件 得 以 满足 ， 并 且 在 求 边 值 问 题 
(4.12) 的 在 无 穷 远 点 为 有 界 的 解 时 , 由 引 理 4.2, 所 有 这 种 解 (2) 
可 由 积分 方程 组 (4.15) 的 解 给 出 。 此 积分 方程 组 的 右 端 这 时 应 取 . 
任意 的 常数 向 量 


7= (Ys, Ya, 7,)， 
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它 是 所 求 向量 策 (%) 在 无 穷 远 点 的 值 ; 即 
. 9=Gteo)。 
还 外 ， 由 引 理 4 2 相知 , 此 时 积分 方程 组 (4. 15) 对 于 作 区 有 增 上 
是 可 解 的 ， 我 们 依次 到 而 的 "个 训 最， ， | : 
(1, 0, 0, …， 0), (0, 1, 0, -+, 0), + (0; 1; 0, 1, 0), 
| (0, 1 0, 1) 
作为 右 端 向 量 ?， 它们 的 每 个 向 和 对应 着 可 从 方 和 (4.15) 的 
一 个 解 , 分 别 记 为 
LD = (GH OH), BD, », a-()), 
GED = (EEE BE DD, 0% BE) ), 
PH = (BI , DET PD, 0, Bo (t) ) 
由 这 % 个 向 量 就 可 以 得 出 原先 齐 次 Fiamann 边 什 问 题 (4， 12) 的 
1 个 解 : 
DH(#) = (BI (2), sp), GD(2))， 
TH) = BE (2), GB ee 0 
D(C) = (DE (2), DE (2), .…, DB (#2)), 
它们 具有 性 质 ; 
0 AN 1, a 一 局 
Su Co) =={o 8 
以 任意 的 常数 向 量 
Y= (71, Ys, ,7,) 
为 右 端的 积分 方程 组 (4.15) 的 一 般 解 是 
GH = BO) +7B 8) + + B02) 
YB) + 8), 
其 中 疝 量 BO7GQ)，B 人 TO，…，"-G) 定义 如 上 ， 而 向 量 
(是 (4.15) 的 齐 次 方程 组 的 线性 独立 解 的 
完全 组 ， 742，…，Ym 是 任意 常数 ， 与 此 相应 , 就 可 以 得 出 原先 边 
秆 问题 (4.12) 的 在 无 穷 远 点 为 有 界 的 一 般 解 是 
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COPELA TNMOP 十 ?3 夯 20(2 TE yA) 
BaD) + BY 
其 中 商量 殉国 的， DC) 定义 如 前 ,而 向 量 2 (e)， 
人才 边 信 问 题 (人 人 所 
有 向 量 有 (GD » DY ) 2 (是 线 性 独 立 
的 。 和 
再 回 到 一 般 情形 , 则 少 下 而 的 定理 ， 
定理 和 .人 齐 次 Riemann 边 这 性 冲 的 在 无 汲 运 点 的 阶 不 起 
过 7(7 是 给 定 区 充分 大 的 正 整 孝 ) 的 解 可 以 表 为 ， - 
PO HIP FHP +t) 
HY BD) ht Tn ‘(4:24) 


其 中 VY1, Ys, “ ;Ym To “°° ,Ym 痢 是 任意 常数 ， 向 量 DH, 
"(2), oO .，GBemo(o) 是 确定 的 线性 独 衬 的 特 解 ， 其 前 
个 向 量 多 中 (gp)，….， Co 人 具有 性 质 
| lim "BD (2) = 668 (C0, B=1, 2, n), (4.25) 


而 其 余 的 向 量 1D(y)，， 夸 9(g) 在 无 穷 远 点 的 阶 数 均 小 于 7。 

这 个 结果 在 一 定 程度 上 解决 了 齐 次 Riemann 边 值 问题 , 因为 
数 * 可 以 取得 任意 大 的 ， 故 可 得 到 此 边 值 问题 的 在 无 穷 远 点 的 阶 
数 不 超过 任意 数 的 所 有 解 。 

上 述 Riemann 边 值 问题 的 方法 是 属于 H. IT. Berya 的 ， 请 参 
阅 他 的 专著 [70] 和 论文 [7 可 等 。 利 用 这 种 方法 也 可 以 研究 更 广泛 
的 其 他 类 型 的 边 值 问题 , 例如 见 论文 [18] 和 专著 [12] 等 。 

这 种 解 Riemann 边 值 问题 的 方法 虽然 有 其 独 竺 的 优点 , 但 它 
的 缺点 也 是 显然 的 ， 它 没 能 像 单 个 函数 的 Riemann’ 边 值 问题 那 
样 ,明确 的 阐明 边 值 问题 的 指标 和 解 的 个 数 的 关系 此 外 , 当 数 改 
变 时 , 边 值 问题 4.13)" 也 改变 ,因而 相应 的 积分 方程 组 以 及 数 m 
都 将 随 之 改变 。 . 

因此 ,有 必要 引进 另 一 种 解法 , 这 在 下 一 节 中 阐述 。 
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5 齐 次 Riemann } 边 值 问题 的 另 一 种 解法 


为 了 排除 上 池 中 在 研究 Riemann 边 值 问题 时 所 叙述 交 求解 
方法 上 的 明显 缺点 , 在 这 一 节 中 六 述 另 一 种 解法 ; 它 荐 引进 所 请 天 
本 解 组 的 ”个 特 解 ， 使 边 值 问题 (4.12) 的 在 无 穷 远 点 有 有 限 阶 的 
任何 解 是 这 呈 个 特 解 的 带 有 多 项 式 系数 的 线性 组 合 ， 从 而 可 得 出 
原先 章 次 边 值 问题 的 一 般 解 的 表达 式 。  .. 

设 整数 "是 定理 4.4 所 述 中 的 数 , 认为 它 是 固定 的 。 由 定理 
<4.4， 边 值 问题 (4.12) 的 在 无 穷 远 点 阶 数 不 高 于 7 的 所 有 解 了 (2) 
可 表 为 (4.24) 的 形式 ， 此 公式 (4.24) 中 的 前 % 个 特 解 $B 中 C3)， 
Bz),…, Vm") 具有 下 述 前 明显 性 质 即 解 向 量 @9(o)， 
全 (2)，…,， Bm(z) 之 间 没 有 形 如 

gn (2)BD (2) +q2(2) Gz) 十 .。 +gq"(z) 8 (2) =0 
(4.26) 
的 关系 式 ， 其 中 gg gt (是 不 全 便 为 堆 的 多 项 
式 ,事实 上 , 关系 式 (4. 26) 相 当 于 个 等 
go (2) BE (2) Tg (2) $2) (2) 十 .…， 十 ge (2) DD (2)=0 
(a=1, 2, ., %)o 
得 上 节 性 质 (4:2), 行列 式 
GD, B29, .1 DE 


det(G (z)) = SE, BE, ,BO 


| 
不 恒 等 于 零 , 从 而 上 述 断 言 得 证 。 

在 边 值 问 题 (4.12) 的 在 无 穷 远 点 的 阶 数 不 超 过 数 的 解 
《4.24) 中 ， 存 在 着 在 无 穷 远 点 具有 可 能 的 最 低 阶 数 - 搓 的 解 
卫 c(z) 。 再 以 一 xa 表示 解 (4.24) 中 的 这 样 一 些 解 的 在 无 穷 远 点 
具有 的 可 能 最 低 阶 数 , 这 些 解 与 了 GD(e) 间 没有 任何 形 如 

Ds) = PP) XL) 
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的 关系 式 , 其 中 Pe(a) 是 多 项 式 ， 显 然 妇 mm。 以 工 2( 的 表示 解 
(4.24) 中 在 无 穷 远 点 为 一 x 阶 的 任意 一 个 解 。 然 后 , 再 把 解 ( 备 .24) 
中 这 样 一 些 解 的 在 无 穷 远 点 具有 的 可 能 最 低 的 阶 数 记 为 一 xs， 这 - 
些 解 与 互 GX(z》， 瑟 2(o) 之 间 不 存在 任何 形 如 
厂 (2) 一 Pm 《2) De) 十 PY(2) XD) 
的 关系 式 ,其 中 Pd(e) 与 PO(z) 是 多 项 式 。 显然 
X12> Kg>X8o 

以 卫 咏 (2) 表示 解 (4.24) 中 在 无 穷 远 点 为 一 xs 阶 的 任意 一 个 解 。 
如 此 继续 下 去 , 进行 % 次 ， 一 家 取 到 上 标 为 的 某 个 解 对 "(2) 为 
止 。 上 述 的 方法 是 可 行 的 事实 上 , 假设 已 按 上 述 方法 得 到 了 j 个 
解 全 中 Cg)， 玉 中)，…， 于 D(z) ， 如 果 j<mw 则 在 解 (4.24) 中 必 - 
存在 着 这 样 的 解 , 它 与 子 中 (2)，…， 下 中 (之 间 没 有 任何 形 如 

G2)=PV) RTD) +t PD) RTH) (4.27) 
的 关系 式 联系 , 其 中 了 D(z),…，PW(z) 都 是 多 项 式 。 因 为 如 不 然 ， 
即 如 果 (4.24) 中 的 任何 解 都 与 对 中 (2), 芋 中 (2),…, 及 中 (2) 存 在 车 
形 如 (4.29) 的 关系 式 , 则 特别 对 于 % 个 特 解 DC)，…， 中 (9) 也 
都 有 这 样 的 关系 式 , 因而 就 有 形 如 (4.26) 的 关系 式 成 立 。 但 由 上 
面 所 述 , 这 是 不 可 能 的 。 这 就 是 说 , 当 8<m 时 , 上 述 手 续 可 以 继续 
进行 下 去 , 直到 j 了 =m 为 止 。 | 

这 样 襄 得 到 边 信和 问题 (4.12) 的 "个 特 多 


z XH EO, 498) 
它们 在 无 穷 远 点 的 阶 分 别 为 一 一 MI， 一 Mo 1 ~ Nn) 且 
H1 Na Xn . (4.29) 


设 向 量 Xx) 是 边 什 问 题 (4.12) 的 解 中 在 无 穷 远 点 的 阶 数 小 
于 一 x 的 任 一 解 , 则 于 (z) 必 可 直 为 
Fs) = Po FL) + + PD) RED) (4.30), 
其 中 了 中 (2)，…，P%D(g) 都 是 多 项 式 。 如 不 然则 四 上 述 方法 作 
出 在 向 量 全 ?7?(%) 的 后 面 的 解 时 , 就 不 能 得 到 肚 四 ( 巷 ,' 因 为 存在 
还 在 无 穷 远 点 有 更 低 阶 数 的 解 下 (2， 它 和 前 面 的 解 全 中 (2)，…， 
卫 %D(z) 之 间 又 没有 形 如 (4.30) 的 关系 式 。 
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上 面 所 得 出 的 m 个 特 解 (4.28)， 具有 下 面 几 个 重要 性 质 ， 
”性 质 工 向量 
8) RO .4 ‘(4.31) 
在 平面 上 任何 有 限 点 处 都 不 能 为 零 ; 其 中 dt， Ca …， 人 是 不 全 为 
震 的 某 些 常数 。 
设 在 不 位 于 五 上 的 某 点 处 ， 册 式 (4.31) 玫 达 前 向 量 碟 ( 
为 零 , 则 有 
X= (0)S(y), 
下 a RH) + to 2) = (8—0)B(2), (和 ,39) 
式 中 $B(2) 也 是 分 块 解析 函数 ， 并 且 它 也 是 边 值 问题 (4.12) 的 某 个 
解 。 记 mr 是 系数 wi，ao …，w 中 最 后 一 个 不 为 零 的 ， 则 解 (2) 
在 无 穷 远 点 的 阶 数 小 于 及 中 (2) 的 阶 数 , 因此 ,根据 (4. 30) 式 ， 则 有 
关系 式 
[4 (2) 一 my tz) DD (g) 十 … 十 PD (2) eyD) (gy: 
其 中 了 中 (9), …,， P00(9) 部 是 多项式 。 再 由 (4.32) 式 就 知道 ,向 
量 Xeoa) 与 向 量 D2), 开 的 之 间 有 类 似 的 关系 式 * 这 
与 原先 的 假设 相 了 矛盾 。 
现在 考察 点 c 位 于 曲线 荆 上 的 情形 ， 所 谓 向 量 (2) 在 点 6 
为 零 , 是 指 | | 
和 to) 一 0 和-(o)s0。 
出 此 要 证 明 , 关系 式 
X= (2—0)S(2) 
成 立 。 这 里 下 (2) 是 某 个 分 块 解析 向 量 ， 其 边界 值 区 与 名 (的 
鸠 满足 H6lder 条 件 , 再 注意 到 前 面 的 讨论 ， 即 证 得 所 要 的 结果 。 
， 作 向 量 (0) = 
它 显然 在 区 域 Dt 和 区 域 也- 内 解 术 在 无 穷 远 点 有 有 限 阶 ， 而 且 
可 以 从 了 + 内 和 D- 内 连续 拓展 到 荆 上 (可 能 要 除去 点 ce)。 因 为 


了 1() 与 革 -( 引 满足 HH61Ger 条 件 , 并且 
+(0) = 了 (0) =0, 
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于 是 显然 有 

B+(t) $-(£) 

站 一 人 一 四 

这 里 0<a<1l, 而 向 量 旬 (为 和 攻 - ( 鸭 都 是 连续 向 量 。 此 外 ， 向 量 

巧 (2) 可 能 除 点 4 一 e 以 外 处 处 满足 边 值 条 件 (4.12)。 因 此 , 当 适 当 

选取 ?( 从 时， 边界 值 万 (人 可 能 除去 点 外 处 处 满足 Fredholm 

型 积分 方程 (4. 巧 ) 。 由 此 ， 再 广 意 到 (4.833) 的 第 二 式 ， 可 以 确信 ， 

如 果 在 点 t=o, 给 向 量 更 -人 鸭 以 适当 的 值 , 则 锣 - 的 必 在 石上 处 处 

满足 H6lder 条 件 。 再 由 等 式 

Gt) = GD OD, 

就 知道 7G) 在 工 上 也 处 处 满足 Hilder 条 件 。 1 
由 此 性 质 ， 这 可 推出 向 量 对 中 (zg),，…， 卫 "(2) 之 间 有 下 面 两 
性 质 2 行列 式 

A(2) = det (XE 2) ) wcn 

在 有 限 距离 内 处 处 不 等 于 零 。 
窗 窜 上 ， 设 在 划 上 6 4(C) 一 0, 则 间 是 可 洁 出 不 人 为 的 革 

常数 cx，ca， …，qw， 使 下 式 成 立 ， 

Wi HO) To 0) tt 0) =0, 

而 这 是 不 可 能 的 。 

至 于 在 无 穷 远 点 , 行列 式 4(%) 可 能 有 极点 , 也 可 能 有 和 零点。 有 

关 这 方面 有 以 下 性 质 : 

性 质 8 设 解 及 8)(z) 在 无 穷 远 点 的 阶 数 为 一 xg， 记 
TH) = RH) (B=l, ee NW) 

油 有 有 列 式 。 Ao(z) 一 det (XW°(g)) (0 B=1, ,WW) 

在 无 穷 远 点 有 异 于 零 的 有 限 值 。 

值 4(oo) 为 有 限 是 显然 的 ， 我们 只 要 证 明 如 (co) 类 0。 事实 

上 , 设 不 然 , 就 可 选取 不 全 为 零 的 常数 gy，…, ,使 当 #->oo 时 有 


Qs Dg) ty) =o( 二 ) ). 


B+(f) = BD-(t) = (4.33) 
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以 qj 表示 4， ca …， 人 中 最 后 一 个 不 为 零 的 , 则 
0) + te) = 0 ”1), 
因此 解 了 2) 在 无 穷 远 点 有 低 于 一 x 的 验 ， 所 以 它 可 表 为 (4.30) 
的 形式 , 从 而 解 了 中) 也 可 类 似 表 出 , 这 是 不 可 能 的 。 
作为 性 质 3 的 推论 , 考察 和 : : 
PE) FH) + + P(e) RY), (4.34) 
其 中 了 中 (2)，…，P 了 mg) 分 别 是 mz，…， mw 次 宪 多 项 式 。 因 为 和 
《4.34) 中 各 项 在 无 穷 远 点 的 阶 依次 为 
M1 Xl 9 六 一 Ma 
县 (00) #0, 
因此 , 式 (4.3 信 在 无 穷 寺 点 的 阶 等 于 虹 有 最 高 阶 的 那些 项 的 阶 洛 ， 
-也 即 为 数 
IT Ky Ms — Hn 
中 的 最 大 者 。 这 就 是 说 , 在 和 式 (4.3 引 中 , 在 无 穷 远 点 的 最 高 了 的 
各 项 不 会 消失 。 
以 后 称 齐 次 Riemann 边 值 问 题 的 具有 上 述 性 质 3 和 性 质 3 
前 任何 % 个 解 及 中 (x)，…， 节 中 (内 为 此 边 值 问题 的 基本 解 组 。 称 
和 矩阵 
(C2), XE (0) (2) 
bd. 40 ls 
D(z), FE Rg) 
为 相应 于 此 齐 次 Riemann 边 值 问题 的 基本 解 拒 阵 。 基 本 解 矩 阵 
的 各 列 就 是 基本 人 解 组 的 各 个 解 。 在 上 面 已 作出 了 这 样 的 基本 解 
组 。 
因为 瑟 +( 纺 一 弛 的 屋 -( 鸭 ， 所 以 


GD = FHCRAD) I (4.35) 
现在 来 证 明 下 面 的 结论 ; 
定理 .5 齐 次 Riemann 边 值 问题 

B+) = GB- 人 5E 卫 (4.12) 


前 在 无 穷 远 点 有 有 限 阶 的 一 切 解 由 公式 
» 168 ， 


G2) = PORD) T+ PH FE) (4.86) 
给 出 ， 其 中 及 中 (2)，…， 玉 人 9(4) 是 此 边 值 问 题 约 基 本 和解 组 而 
Po) Pw) 是 多 项 式 。 . . 

在 边界 值 条 件 (4.12) 中 代入 (4.35) 式 , 得 
[X*D] DE = [A D0)。 
负 此 ， 向 量 [ 瑟 (人 ] 多) 在 全 平面 解析 , 在 无 穷 远 点 有 有 限 阶 , 所 
以 
[XI EP 


这 里 向 量 PO = (PH), 了 人 田 ) 
的 分 量 了 (zs),，…， 了 P(g) 都 是 多 项 式 。 于 是 得 


Bz) =X P(e)o (4.87) 
这 就 是 公式 (4.36)。 : . | 
反之 , 当 多 项 式 Po (9)，…，Pm(s) 任 章 至 定时 公式 (4.36) 
或 (4.37) 给 出 了 边 值 问题 (4.12) 的 解 。 这 样 , 定理 4.5 得 证 。 
如 果 要 求 边 值 问 题 (4.12) 的 在 无 穷 远 点 的 阶 不 高 于 某 个 给 定 
药 整 数 民 的 所 有 解 , 则 得 
Dp) = Per (TD) + Prep (DFR, (4.38) 
其 中 Pu 的 是 次 数 不 高 于 厂 +x 的 多 项 式 ,上 且 著 + 入 <0 时 ， 应 
认为 Pepxy@@) 二 0。 如果 多 项 式 Pei 中 至 少 有 一 个 达到 十 ny 次 ， 
则 由 式 (4.38) 表 达 的 镶 多 (z) 在 无 穷 远 点 的 阶 恰 为 上。 如 果 所 有 
B+240 (CF=1, 2 
则 边 值 问题 (4.12) 没 有 在 无 穷 远 点 阶 数 不 高 于 上 的 ( 非 零 向 量 ) 解 。 
可 以 证 明 ， 数 x …, x% 对 于 同一 个 Rieinann 边 值 问题 
(4.12) 的 所 有 基本 解 都 是 相同 的 。 为 此 , 设 
FO), EE), 0 ROE) (4.39) 
YH(s), YO), ,P(e) (4.40) 
是 边 值 问 题 (4.12) 的 任意 两 个 基本 解 组 ， 它 们 在 无 穷 远 点 的 阶 分 
别 是 一 zz， 一 Xa 一 各 和 一 和 ， 一 ho， …， 一 ho; 并 且 认 为 这 些 基 
本 解 组 已 经 这 样 排 好 次 序 , 使 之 有 


和 
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#1 ,3 
下 曾 证 明 和 Ai = x Na =— 2, ”7 A = Hn 
”由 基本 解 组 的 性 质 ， 解 (4.40) 可 以 由 解 (4.39) 用 下 列 公式 袁 
示 : 
TO- Ped(g) TD) + .t+ Peon (ge) TE), 


Qa=1, … (4.41} 
其 中 P(g), Ci 
都 是 多 项 式 。 同样 , 解 (4. 39) 也 本 以 通过 解 (4 40) 用 类 似 于 表示 
式 (4.41) 表 出 。 
设 NN 和 一 种 一 人 一 知人 和 tto 
我 们 要 证 明 x1—hs, 9 一 1 


事实 上 , 应 用 公式 (4.44) 到 解 (4.40) 的 前 7 个 上 , 比较 两 端 在 无 穷 
远 点 的 阶 数 , 因为 (4. 全 ) 式 右 端 在 无 穷 远 点 的 院 不 可 能 低 于 一 和 


所 以 2 一 > 一 Zio 
改变 解 (4.39) 和 人 解 (4.40) 的 地 位 , 同样 得 到 

一 Mi 六 一人。 
因此 A 一 XI 


把 公式 (4.44) 应 用 于 解 人 .40) 的 前 了 个, 再 比较 左 、 右 两 器 在 无 穷 
远 点 的 阶 , 就 可 明白 其 右 端 只 能 包含 前 了 了 项, 也 即 , 当 0=1,…, 上 
时 , 有 ” . . 

YO(g) 一 Ploy (yg) Dy) +. :+tP “(8) Dg) 。 (4.42) 
如 果 [>>j, 由 上 列表 达 式 可 推 知 ， 至 少 存在 一 个 人 恒等式， 

QP YD) 十 … 十 QO(o) YO(g ) 三 0, 
其 中 Q(z),…， QD(z) 是 一 些 不 全 恒 等 于 零 的 多 项 式 。 但 这 对 
于 基本 解 组 来 说 , 是 不 可 能 的 , 因为 , 在 相反 的 情形 下 , 就 会 有 
dei(Z2) =0, 

改变 解 (4.39) 和 和 解 (4.40) 的 地 位 ， 可 类 似 得 出 , 9>1 也 是 不 成 立 


* 在 式 (4.49) 中 ,P(e …, P(e’) 在 目前 情况 下 应 该 都 是 常数 ,但 是 为 了 与 后 面 一 
致 起 见 ， 我 们 把 它们 看 作 是 多 项 式 的 特殊 情形 。〈4.43) 下 面 的 0，…， 8 也 是 如 
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欧 。 所 以 1 一 7。 


X1 一 2 "0 HF 一 人 四 Mg > Hj+1y 和 A> Mt+1o0 
现 设 Hl Nr AT 一 一 人 ss 


我 们 要 证 明 > HF1 Art so 
应 用 公式 (4. 年 ) 于 解 7 
YEUD(CY), . Treo 
上 ， 容易 明和 文旦 公 式 的 右 端 不可 能 只 有 前 项 组 成。 因为 不 然 ， 
划 当 a 一 1，…, j 十 s 时 , 有 形 如 (4. 多 的 关系 式 , 因而 至 少 会 有 一 
个 恒等式 成 立 
QD (2) yo (8) 十 十 CO oa oureroa 
+ QHIN YH (gp) =0, (4， 48) 
这 里 Q(z)，…，Q319(#) 是 一 些 不 全 桓 等于零 的 多 项 式 (实际 上 
永 是 一 此 不 全 为 的 台数) 而 这 是 不 可 能 的 。 所 以 必 拓 有 
一 入 jl 之 一 Hjr1y 
相仿 地 , 有 No 
于 是 Dit1— Hiio 
现在 应 用 公式 (4.41) 到 解 (4. 40) 前 前 解 上 ， 协 得 到 
Yo(g) = Pav 2) Vg) 十 .… 十 Pes (es 9 %), 
WwW 一 二 站- 上 SS 
如 果 s> 7, 则 由 上 面 这 些 关系 式 推 知 ， 至 少 存在 着 一 个 形 如 
(4.48) 的 关系 式 ,而 这 是 不 可 能 的 。 同 样 地 不 等 式 s<? 也 是 不 
可 能 成 立 的 。 因 此 7 一 s。 
进一步 的 推导 过 程 是 显然 的 。 从 而 上 述 论断 得 证 > 
与 齐 次 Riemann 边 值 问题 (4.12) 的 基本 解 组 的 选取 无 关 的 
渚 整数 xx，，…，xn 称 为 此 边 值 问题 的 分 指标 ， 而 称 它们 的 和 数 
X= Xi 十 二 i (4: 4 
为 此 边 值 问题 的 总 指标 (或 简称 指标 )。 
在 此 要 特别 说 明 ， 边 值 问 题 (4.12) 的 总 指标 % 由 此 边 值 问题 
葛 系 数 惩 阵 G( 幻 完全 确定 。 事 实 上 , 记 
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4(e) =det (2), 

这 里 下 (%) 是 基本 解 矩 阵 , 则 由 关系 式 
X11 =G(t) A 

得 At() = det GD A OH), 
因此 [in 4+G@)]r= [ln det GD]r+ [ln 4 的 ]za | 
因为 函数 4(o) 在 区 域 Dt 内 解析 ， 可 以 连续 地 拓展 到 边界 卫 上， 
而 且 不 为 零 , 所 以 

[ln 4* (2 1 = 0。 
又 函数 4(z) 是 区 域 也 - 内 除 点 ?一 co 外 处 处 解析 ， 可 以 连续 拓展 
到 荆 上 , 且 在 任何 有 限 距 离 内 恒 不 为 零 , 而 在 无 穷 远 点 , 函数 4(e) 
有 如 下 形式 


4 全 一 和 多 
这 里 在 点 zx 一 co 的 邻 域内 省 析 ， 且 4(co) 关 0,， 于 是 
[ln 4-0)]4= 一 2m6x。 


这 样 就 得 到 按 边 值 问题 (4.12) 的 系数 矩阵 G 人 直接 计算 此 边 信 
问题 的 总 指标 的 公式 : 


(4.45) 
考察 齐 次 Riemann 边 值 问题 
. Bit) = FB-0), iEL (4.12) 
和 它 的 相 联 齐 次 边 值 问题 
V+) = [G97] 0), zEL, . (4.20) 


我 们 证 明 如 下 的 结论 ， 如 果 X (s) 是 边 值 问题 (4,12) 的 基本 解 
组 ， 则 (Yz(e)) 寺 就 是 边 值 问题 (4.20) 的 基本 解 组 ， 如 果 % 
…, 和 ‰ 各 * 是 前 一 边 值 问题 的 分 指标 和 总 指标 ， 则 后 一 边 什 问 题 
的 分 指标 和 总 指标 是 一 Xs，…， 一 x。 和 一 x。 
事实 上 ,由 定 义 

Xt) = FD), 
于 是 [Xe+r(] -= [G0] -+R 
se 172-。 


这 就 表明 ， 夭 阵 [ 瑟 ?(o)] 于 是 边 舍 问 题 (4 20 的 类 "个 乱 的 一 人 
解 组 的 解 矩 簿 , 它 的 行列 式 | : 
det[ 有 2] -一 


jy 、 
在 有 限 距离 之 内 处 处 不 等 于 零 ， 即 盾 阵 [X70)1"™ -1 具有 基本 第 组 
的 性 质 2。 简 下 来 ， 验证 和 矩 陈 [ 卫 ”(2)] 一 具有 基本 解 组 的 性 质 3， 
为 此 , 令 
L701 (Cp 6)) 0 B=1,.…, 和 

> : (8) LO 
这 里 . ( 一 和 办 | 
而 42 C2) 是 行列 式 4(g) 中 元 素 及 如 (2) 章 代数 余子 式 , 于 是 

LA (2) =- 人 所 4 等 gs, 
其 中 4 (9 是 行列 式 小 ( 坊 中 的 元 素 芋 8%(z) 的 代数 余子 式 。 所 
以 解 :2 人 Ge) 在 无 穷 远 点 的 阶 等 于 xe。 又 


dot(e 2 (0) — ly 


在 无 穷 远 点 不 等 于 零 。 这 样 ， 就 证 得 [X()]* 具 有 基本 解 组 的 
性 质 3。 从 而 结论 得 证 。 
设 MD Nn 0 Hn Ny 
这 里 , 如 果 所 有 分 指标 均 为 非 负 的 , 则 m 一 n， 如果 它们 均 为 负 的 ， 
则 就 认为 各 一 0。 记 
A=H1 二 二 Xm 一 见 一 ME 十 十 Mao 
于 是 , 由 式 (4.44) 得 
. 入 一 凡 一 MXo . . (4.46) 
边 值 问 题 (4. 了 2) 的 在 无 穷 远 点 为 零 的 一 般 解 为 
D2) = Pg) TEV) + Pro,, GFE), (4.47) 
其 中 Pn-1(z) 是 次 数 不 高 于 wj 一 1 的 有 任意 系数 的 多 项 式 , 当 
x;—1<0 
于 ， 就 认为 了 -1 (2) =0o 
公式 (4, 生 ) 还 可 写 为 
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年 (= 和 (DOP ， (4.48) 
这 里 的 是 以 P10 P a1(2)，…，Pxi_1(2) 为 分 量 的 向 重 。 
因为 当 wy>0 时， 多 项 式 了 -1(%) 的 系数 的 个 数 等 于 ww: 当 %<0 
时 , 这 个 个 数 等 于 零 , 因此 ;多 项 式 Po -azG)，…，Pw-a(e) 的 所 有 
住 意 菜 数 的 个 数 等 于 十 … 十 一 入 个 ， 以 61，…， 6 家 东 这 些 入 
个 住 意 系 数 按照 任 一 种 方式 排列 的 结果 , 于 是 
卫 (%) = OP 十 GaPG (CO 十 … 十 OP “4: ‘49) 
el a ni 
不 等 于 零 的 那个 分 量 是 = 的 非 负 整数 罕 。 显 然 , 向 量 PD(z)，- 
P%(z) 是 线性 独立 的 。 这 样 ,公式 (4.48) 可 写 为 
Bg) = O10DW(8) + t+ Ow (8), (4.50) 
其 中 op 人， … wo(z) 是 由 公式 
. ON = (EPH), I=1, 
所 确定 的 向 量 ， 忆 作 守 是 这 什 间 是 (4.1 芭 的 在 区 办 过 点 夫 的 和 
解 。 
可 以 知道 , 向 量 中 (2)，…， wm(g) 是 线性 无 关 的 。 事实 上 ， 
识 果 由 公式 (4.50) 确 定 的 向 量 廿 () 恒 等 于 零 , 由 于 def 区 (z) 关 0， 
所 以 必定 有 了 (Cz) 二 0, 但 这 时 , 由 向 量 了 中 (2),，…，P%(2) 的 线性 
独立 性 ,从 式 (4.49) 立 即 推出 
Oi1=08=." =0,= 
汪汪- 和 有 个 和 天上 
性 独立 解 
oo om am。 
它们 的 全 体 由 公式 (4.4) 或 者 (4.48) 给 出 。 
类 似 地 ，[ 交 (的 ] -+ 是 相 联 边 值 问题 (4.20) 的 基本 解 矩 阵 ， 
它 的 分 指标 是 一 各 ，…， 一 wm， 这 个 边 值 问题 的 在 无 穷 运 点 取 值 为 
零 的 一 般 解 是 ” 
V2) = [Ts)]- 0， 
其 中 Q(2) = (QR, 0, 9 
只 -+ 宕 示 次 数 不 超 过 一 xy 一 1 的 任意 多 项 式 ， 自然, 涩 ++1>0 
* 174。 


时 认为 @ 吕 -1(2) 三 0。 从 而 可 同 土 述 相仿 推出 边 值 问题 (4.20) 
恰好 用 个 在 无 穷 远 点 取 值 为 零 的 线性 独立 解 。 
注意 到 公式 (4.46), 还 可 得 出 如 下 结论 : 齐 次 Riemann 边 值 
向 题 (4.12) 与 其 祖 联 齐 次 边 值 问题 (4， 20) 的 在 无 穷 远 点 为 零 的 线 
性 独立 解 的 个 数 之 差 等 于 原先 边 值 问题 的 总 指标 。 
这 里 还 要 指出 , 不 必 计算 出 各 分 指标 力 就 可 以 估计 出 数 么 和 
丈 的 上 界 。 事 实 上 , 显然 有 和 <s, 这 里 是 Freiholm 名 分 方程 组 
《4.15) 的 齐 次 方程 组 的 线性 独立 解 的 个 数 。 于 是 记 圭 式 (4 46) 得 
到 风 入 s 一 x。 此 外 , 还 可 推出 
His (j= 1, 2，…，M)， 
—x<s—x (一 人 十 二 0 
后 面 的 一 些 不 等 式 又 可 写 为 | 
wy 二 (x+)>0 (j=m+l, ' 四。 


$6 非 齐 次 Riemann j 边 值 问题 


现在 转向 非 齐 次 Riemann 边 值 间 题 的 求解 ; 求 分 块 解析 向 量 
| V2) = (D1 (2), Dols), *%…, ,2)), 
它 在 无 穷 远 点 有 有 限 阶 , 在 工 上 满足 边界 值 联结 条 件 
Lt) = 8 (+90), 1€EDL, (4.10) 
其 中 GO) 是 给 定 在 工 上 满足 Hilder 条 件 的 矩阵 ,在 石上 处 处 有 
detG( 人 ) 天 0, 而 g(t) 是 给 定 的 满足 HOlder 条 件 的 向 量 。 
设 蒜 (是 相应 的 齐 次 边 值 问题 的 基本 解 稚 了 泗 ， 因 之 从 式 
{4.35) 有 
GO = + LE, 
把 它 代 入 边界 值 条 件 (4.10) 中 , 得 
[X+ I-B+ (0) ~ [XC-() = [T+(0)]-!g() 
于 是 利用 8 3 中 公式 (4,11) 可 以 知道 ,上述 边 值 问题 (4.10) 适合 
所 提出 的 条 件 的 一 般 解 由 公式 
75.。 


60 -SO FEIN grt x PO 


V—% 
四 (4.51)> 
给 出 , 其 中 向 量 。 . 
P(2) = (PD(s), Po), . PY(2)) 
的 分 量 Pox(e) 都 是 多 项 式 。 


边 值 间 题 (4。 10) 的 对 应 齐 次 Riemann 边 值 问题 (4.12) 的 指 
标 % … zn 和 总 指标 x 一 mz 十 … :十 ‰ -分 别称 为 此 边 值 问题 的 分 
指标 和 总 指标 (或 简称 为 指标 )。 . 
从 以 后 的 应 用 角度 来 看 ， 我 们 特别 需要 的 是 要 求 边 值 问题 
(4.10) 的 在 无 穷 远 点 为 零 的 解 。 如 同上 节 一 样 , 假设 
Hi Nan 0 > Kmri "ny 
且 记 和 一 2 十 十 xp HM=— Xntl 二 … 二 Moy 
[XZ+(DT gt) =) = (计生 (及 hl ) 
于 是 公式 (4.51) 可 二 为 
Ey|, 名 dr+ Pn)| 


5 ZH) 


2z0 


+Xe 人 人 | hte) dr+ P(g )} 


十 + X00){y|, hn (7) bgrt pw)}, 


五 一 名 
(4.52) 
在 无 穷 远 点 的 近 旁 ,有 


| hy(7) mi Br)adr 


L 7T—% 


Pe 


如 果 计算 出 式 (4.52) 右 端 各 项 在 无 穷 远 点 的 阶 数 ,就 容易 明 自 ,为 
使 边 值 问题 (4.10) 有 在 无 穷 远 点 取 什 为 零 的 解 必须 而 且 只 须 边界 
值 条 件 中 的 自由 项 yg() 满 足 , 个 条 件 


| wh (4.58) 


一 二 | Th(T) aT — 
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a=0, 1, 0, —%—B 9 一 各 十 二 2 十 2，…，%o 

当 这 些 可 解 性 条 件 满 足 时 ， 边 值 问题 (4.10) 的 一 般 解 由 公式 
人 .中 ) 给 出 , 在 其 中 , 应 认为 

P(g) = (P21C%), PR PC O07 0 
而 P81i(%) 是 次 数 不 超 过 x 一 次 的 任意 多 项 式 ， 且 车 w=0 时 ， 
认为 P3212) 二 0。 

将 等 式 (4.53) 乘 以 任意 常数 后 钵 把 它们 相 坊 ， 就 可 把 条 性 
(4.53) 的 全 体 写 成 一 个 条 件 的 形式 


| Q(zhr) dr =0, 


其 中 向 量 Q@ 人 由 式 i 
QF) = (0, 1 0, QED, QW,1()) 
确定 , 而 凶 21( 台 是 次 数 不 超 过 一 wj 一 二 的 任意 多 项 式 。 
为 统一 起 见 , 约定 向量 : . ， : 
P(s) = (PE (DD), Pls), PC)， (4.54) 
QC) = (QC0), QR, 8), 1 R18)), (4.55) 
且 理解 Po (办 ，Q8 (CI 一 二 …, mn) 分 别 为 次 数 不 超 过 m8 的 
任意 多 项 式 , 如 果 a 二 0，B 志 0, 就 认为 
Pi) (2) =0, QP (2) =0, 
这 样 一 来 , 就 可 把 上 述 讨论 写成 下 面 的 定理 形式 ，…. 
定理 .6 非 齐 次 Riemann 边 值 问 题 (4,10) 存在 在 无 穷 远 
点 取舍 为 零 的 解 的 必要 和 友 分 条 件 是 边界 位 条件 中 的 自由 项 向 量 
9( 人 满足 可 解 性 条 件 


1 ea@czrO]-gCOa-o， (4.56) 


其 中 Q( 引 是 形 如 (4.55) 的 任意 向 量 。 当 此 可 解 性 条 件 满足 时 , 所 
求 的 问题 的 一 般 解 由 公式 (4.51) 给 出 ,其 中 卫 (g) 是 形 和 加 (4.54) 的 
任意 向 量 。 
注意 到 等 式 
“7. 


orro]AO 


-| gO LXr+()I-Q) 
并 注意 到 上 忆 末 的 讨论 , 可 解 性 条 件 (4.56) 就 可 写 为 
[| w+() g(t)at=0, 
这 里 罗 *() 是 相 联 齐 次 边 值 问题 (4.20) 的 在 无 穷 远 点 为 零 的 一 般 
解 的 边界 值 。 这 个 条 件 等 价 于 妃 个 条 件 
je Ora jb ep 
其 中 DD+O), D1 (2),: ,DTCE) 
是 相 联 齐 次 边 值 问题 (4.20) 的 在 无 穷 远 点 取 什 为 零 的 线性 独立 解 
四 (2)， 罗 中 (6)，…， 多 09(z) 的 边界 值 。 
上 一 节 和 这 一 节 也 玉 的 解 车 个 来 知 卫 数 的 齐 次 和 非 齐 次 


Riemann 边 值 问题 的 方法 同 单个 函数 情形 的 边 值 问题 的 解法 是 
很 相似 的 。 


$7 特征 奇异 积分 方程 组 和 它 的 相 联 方程 组 的 求解 


考察 特殊 形式 的 奇异 积分 方程 组 
ROG ee 人 2 dr 一 产 全 
B=1 B=1 my J T—t 
(@=1, ,WW)o | (4.57) 
其 中 gae(t)、9as 站、 Jab) 都 是 给 定 在 荆 上 满足 互 5lder 条 件 的 函 
数 , ps 扣 是 未 知 函 数 ,也 要 求 满足 H6lder 条 件 。 形 如 (4. 扫 ) 的 积 
分 方程 组 也 可 写 为 一 个 向 量 方程 的 形式 . 
Kp=a(t)p(t) + | DL qr ft), (4.58) 
其 中 4( 引 、 50) 都 是 矩阵 
0(t) = (Gap(t))nxn bt) = (bag lt)) nxn, 
而 p( 人 )、 了 (人) 均 为 向 量 
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90) = (gi {t), ”7 pn 人 ti) 
f 0) = (F100), 1 fnlt))o 
(4.57) 或 (4.58) 形 式 的 奇异 积分 方 各 组 各 为 他方 或 称 为 
特征 方程 。 i; 
如 果 相 应 于 特征 方程 (4.58) 起 的 主 失 了 。。 W 
SG) =0(t) +b(8) 与 .也 人 的 = 5 所 - DG) ， 
在 工 上 处 处 是 满 秩 的 ， 即 在 荆 上 人 处 处 有 四 i i 
det S() #0, dob DO) #0 
则 称 特征 方程 (4.58) 是 标准 的 。 
此 后 , 我们 只 4 是 对 标准 的 奇异 积分 方程 组 进行 讨论 
如 同 单个 奇异 积分 方程 的 情形 那样 ， 对 于 特征 方程 组 的 求解 
也 总 能 化 为 某 个 向 量 Riemann 边 值 问题 的 求解 
考虑 分 块 解析 向 量 
OP sy|, es) go dv, (4.59) 
由 CoxomgHH-Plemelj 公式 得 出 ， 1 石 时, 有- 
?= G+) — D(H, - 


言 |,2 2 dr 一 呈 人 的 二 GD)。 (4.60) 


扯 它们 代入 特 但 方 各 (58) 中 ,得 到 
SG)G+(t) = DOD HOHEO, 
或 者 
G+ (好 一 GD)G- (2) 二 了， (4.61) 
其 中 GC = [SO]1-D(), g@)= [IS] -YO, 
而 SG)、 DO 是 特征 方程 (4.58) 的 主 矩 阵 。 加 
这 样 一 来 ， 特 征 方程 (4.58) 在 下 述 意义 下 化 为 非 弄 次 
Riemann 边 值 问 题 (4.61), 特征 方程 (4.58) 的 每 -个 解 p《 人 由 公 
式 (人 .59) 对 应 着 边 值 问题 (4.61) 的 一 个 在 无 穷 远 点 为 零 的 确定 的 
解 。 而 对 于 边 值 问题 (4.61) 的 每 一 个 在 无 穷 远 点 为 零 的 解 按 公 式 
(4.60) 的 第 一 式 得 到 特征 方程 (4.58) 的 一 个 确定 的 解 。 
边 值 问题 (4.61) 的 (总 ) 指 标 x 按 公式 (4. 弛 ) 计 算 , 它 为 
“179 。 
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“= es Un detG(O]z= Ds Cn dot S10) DD]s 
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这 就 等 于 在 $2 中 所 定义 的 特征 奇异 积分 方程 组 (4., 58) 或 者 特征 
奇异 积分 算 子 K? 的 指标 *。 

由 上 节 定 青 4.6 得 知 ， 边 值 问题 (4.61) 当 且 仅 当 可 解 性 条 伯 
(4. 56) 满 足 时 才能 有 在 无 穷 远 点 为 零 的 解 ， 在 这 些 条 件 满足 时 , 解 
由 公式 (4. 开 ) 给 出 , 其 中 向 量 了 (z) 自 有 形式 (4.54)。 

”基于 Coxomgzi-Plemelj 公式 ,从 公式 (4.51) 得 出 


00)=X+0) 位 [I*W]-'g0) 

+ 二 | [Xe ig(7) ar} + B+ P(t), 
太一 并 -人 [been (2) 

+ 二 | lg gtr) dr 二 三 -人 PC 
由 此 即 可 得 到 特征 方程 (4.58) 的 解 

pO =P —F-( 
的 表达 式 。 为 了 书写 简单 起 见 , 记 
MOPROP OP?IOP OF 


@°(t) = [81 + D400)]) 


Ef: 


5°00) =——i [+0) ~ D1(D], 
这 里 利用 了 关系 式 
Xt) G(T- GC -8-1() DG), 有 
p(t) +) —g-() 
nen VS) ( [ZGs) 
WF mg |， er gg 


(4.62) 
—20*(t)Z (PG), 


此 时 ， 可 解 性 条 件 (4. 56) 可 写 为 “ 
| rorzroOlreoa-o 403) 


在 (4.62) 式 和 (4.63) 式 中 的 向 量 卫 ( 轨 和 @G) 分 别 是 
PO = (PR 有 了 Pa 的 Pr 的 ) 
和 和 一 (Qt 2 
其 中 Pen 人、 QP j= … nm) 分 别 是 有 任意 系数 的 a、B 次 
多 项 式 , 且 当 a<0, B<0 时 , 则 认为 PO( 划 二 0, QR 由 () 二 0。 
仍然 假设 | 四 
N10 
并 仍 记 x% 一 和 拉 十 zxa 十 十 zz， 
入 一 和 拉 十 二 Mo 一 凤 王 ML 十 十 Xro 
于 是 x= 和 -we 在 公式 (4.62) 中 共 含有 和 个 任意 常数 01，0s,…， 
O;, 且 显然 
PO ~ OPO OP + tOPHH, : 
其 中 PD()，…，P%(s) 是 完全 确定 的 线性 独立 的 向 量 ， 它 们 中 
的 每 一 个 的 分 量 除 掉 一 个 i 的 非 负 整数 宕 以 外 ， 其 中 名 为 堆 。 与 
中 相应 的 有 
OVAOIAGOP TAOE RE eR (4.64) 
其 中 73 的 = 一 2BGZGPOOD, j=1, 2 oh 
是 完全 确定 的 满足 Hilder 条 件 的 向 量 。 容 易 证 明 ， 向 量 7 了 (6)， 
“, ”” (人) 是 线性 独立 的 。 事实 上 ， 如 果 (4 .6 人 式 右 只 对 于 基 华 党 
数 O1，…，O、 恒 等 于 零 ， 则 有 
2b"(H) Z(H PY = [T+ (IP ==0, 
从 而 , 向 量 和 (为 了 (2 在 全 平面 解析 ， 又 因为 在 无 穷 远 点 为 零 ,所 
(2) P(g)=0, 


即 P(e) =0, 
因 之 由 向 量 PC%),… 的 线性 狂放 四 全 
Oi=.…=0, = 


»131» 


这 就 证 实 了 上 述 的 断言 。 
.在 可 解 性 条 件 《4.63) 中 , 记 . 
QH) = DOV) + + DQ (4.65) 
其 中 D1，…, .Ds 是 任意 常数 ,而 中 (四 ;…，Q@ 下 是 一 些 以 多 
项 式 为 分 量 的 线性 独立 向 量 。 这 料 , 条 件 (4.63) 等 价 于 点 个 条 件 , 


ff OY a 0， a=l, hh 和 (4.66) 


其 中 Wo) — L270) iQ =l, 
是 满足 Halder 条 件 的 向 量 。 易 多 这 此 向量 是 线性 儿 立 的 。 事实 
上 , 如 果 对 于 某 些 常数 Du …, D 有 

DPV + + DVOY) =0, 


则 [2Z7(D1 QD =0, 
式 中 多 由 式 (4 65) 确 定 。 因为 显然 det[2 ()] "了 0, 于 是 
Q() =—0, 


再 由 于 向 量 .9 有 ，… QQ 的 的 线性 独立 性 , 即 得 
,Di= Ds = 一 功 一 0。 

这 样 就 得 到 下 述 的 结果 ， : 

定理 .7? 特征 奇异 积分 方程 组 (4. 妇 7) 或 者 同一 方程 (4.58)》 
可 解 的 必要 和 充分 条 件 由 关系 式 (4 和.63) 或 等 价 于 它 的 凡 个 条 件 
(4.66) 给 出 。 当 这 些 条 件 满 足 时 ， 此 积分 方程 组 的 一 般 解 由 公式 
《4.62) 表 出 ,此 解 线 性 地 依赖 于 入 个 任意 常数 。 

数 和 和 % 二 zi 十 … .+% 称 为 特征 奇异 积分 方程 组 
(4.57) 或 者 同一 方程 (4.58) 以 及 算 子 K? 的 分 指标 和 总 指标 。 总 
指标 也 简称 指标 。 

如 果 积 分 方程 组 的 所 有 分 指标 都 是 非 负 的 ;， 则 可 解 性 条 件 恒 
成 立 , 此 积分 方程 组 对 任意 右 端 总 是 可 解 的 , 此 解 线性 地 伐 赖 于 % 
个 任意 常数 。 

对 于 特征 方程 (4.58) 的 齐 次 方程 

下 op 一 0， : 
由 于 可 解 性 条 件 (4.66) 恒 满足 , 从 而 可 断言 : 齐 次 方程 Kp=— 0 从 
， 82 ， 


有 入 个 线性 独立 解 。 特别 是 , 如 果 入 二 0， 也 就 是 所 有 分 指标 都 是 
非 正 的 , 则 此 齐 次 方程 就 没有 异 于 零 的 解 。 

现在 转向 讨论 特征 方程 组 (4.57) 或 同一 向 量 形式 方程 4， 58) 
的 相 联 方程 组 


Ky=ar()yO |, EN dr 一 的， (4.67) 


TC— 
其 中 a7(6)、57(#) 分 别 是 矩阵 60t)、5G) 的 转 置 矩 阵 ， g(t) 是 给 定 
的 满足 Halder 条 件 的 向 量 , 消 (的 是 要 求 满足 H5lder 条 件 的 未 知 
向 量 。 
方程 (4.67) 的 求解 也 可 化 为 革 个 Riemann 边 值 问题 的 求解 。 
为 此 , 引进 在 无 穷 通 点 取信 为 零 的 分 所 解析 向 量 
-二 | 
并 注意 到 公式 
87) YO) = -6)], 
| ND qv) + 0 
训 得 知 方程 (4.67) 等 人 于 下 这 的 问题 ,水 多 估 在 石上 注 居 HI6ler 
条 件 的 向 量 业 (和 和 在 无 闪 远 点 为 过 的 分 类 解 机 向 量 轨 (), 使 在 
上 满足 边界 值 条件 
20z( 昌 由 (的 = 到 + 的 十 到 - 的 +2g 的 ，， 
267(t) YE) = 一 到 - 人， 四 
这 些 条 件 也 等 价 于 i 
S(O)bD p+) F900), 
LIL | 4.68 
Dr (WD w+), ED 人 
或 者 
p= [S70)] -1 (0) + [S72)] 19g), 
DD = D1- +[D"G) -1900), 
其 中 SIT) =aT(t) +070), DTO) =ar0) — 67(), 
比较 (4.68) 式 的 两 端 ,就 得 到 下 述 的 Riemann 边 值 问题 求 在 无 
ad83 。 


i€EL, (4.69) 


病 远 点 取 值 为 零 的 分 抉 解析 向 量 多 (2)， 使 满足 边界 植 条 件 、 
Y= [er + {GI —B}g(), t€L, 
4. 0) 、 
其 中 G7(t) 是 秆 阵 
GO = [8]-1Dt) 
的 转 轩 乱 阵 , 妃 是 单位 盾 阵 。 如 果 求 得 这 一 边 值 问 题 (4.70) 的 解 
氏 (z), 则 按 公式 (4. 69) 中 的 任 一 个 就 可 得 出 原先 积分 方程 (人 67) 
的 解 。 

边 值 问题 (4.70) 是 边 值 问题 (4.61) 的 相 联 问题 。 这 样 一 来 ， 
求解 特征 方程 (4.58) 的 相 联 方程 组 (4.67)， 可 化 为 求 边 值 问题 
(4.61) 的 相 联 边 值 问题 (4.707 的 在 无 穷 远 点 取 值 为 零 的 解 。 

在 前 面 $85 中 ,已 论述 过 ， 如 果 及 () 是 边 值 问题 (4.61) 的 齐 
次 问题 的 基本 解 矩 隆 ， 则 [了 z(e)]-: 是 对 应 于 边 值 问 题 (4.70) 的 
齐 次 边 值 问题 的 基本 解 第 阵 。 因为 解 Riemann 边 值 问题 的 主要 
困难 在 于 找 出 基本 解 矩 阵 , 所以， 从 这 个 意义 上 来 说 ,求解 相 联 的 
奇异 积分 方程 组 
K%=f 和 Ky=y 
可 以 认为 是 等 价 的 问题 。 

特别 地 ， 考察 与 齐 次 特征 方程 组 Kop = 0 相 联 揭 齐 次 方程 组 

Kj=0, 
相应 于 它 的 Riemann 边 值 问题 是 齐 次 边 值 问题 

VO = [G7] (#), 
此 边 值 问题 的 在 无 穷 远 点 为 零 的 解 由 公式 
P(t) =[ 有 7(2)] Qe) 
给 出 , 其 中 疝 量 
QG = (QV (Qi pp QC), 

而 QH) (j=1, ,1) 
是 次 数 不 超 过 a 的 任意 多 项 式 , 当 a<0 时 , 认为 

QP 2) =0, 
热 后 ， 再 由 公式 (4.69) 中 的 任 一 个 可 求 得 积分 方程 组 下 一 0 的 
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一 般 解 为 
的 一 [Zr(D)]-1QG)。 
如 果 按 式 (4,65) 记 
QW) = DiIQLE + DP) + + DQ 
其 中 Di。…，D。 是 一 些 任意 常数 ,而 QD()，Q()，…，QO(0D 
是 一 些 以 多 项 式 为 分 量 的 确定 的 线性 独立 向 量 , 则 有 
yO = DpH + DpH + Do), 
其 中 OD) [27(0)] QV), el, .po 
显然 就 是 积分 方程 组 及" 汪 0 的 线性 独立 解 。 
由 此 可 见 ， 出 现在 特征 积分 方程 组 及 一 了 的 可 解 性 条 件 
(4.66) 中 的 向 量 
YH a=l, 2, 内 
就 是 相 联 齐 次 积分 方程 组 K" 业 一 0 的 线性 独立 解 的 完全 组。 这 
样 ， 在 特征 积分 方程 组 的 情形 , 总 江 明 了 在 $2 中 所 儿 述 的 定理 
4.1 和 定理 4.2。 
因为 齐 次 奇异 积分 方程 组 玖 sp- 0 的 线性 独立 解 的 个 数 为 
入 ,而 其 相 联 齐 次 积分 方程 组 KK" 小 一 0 的 线性 独立 解 的 个 数 为 几 
而 一 一 %, 因 之 , 相 联 的 齐 次 方程 组 
K%=0 和 Kh=0 
的 线性 独立 解 的 个 数 之 差 等 于 特征 奇异 积分 算 于 K° 的 指标 。 这 
样 , 在 特征 坷 异 积分 方程 组 的 情形 ， 就 证 明了 在 $ 3 中 所 叙述 的 定 
理 4.3。 


$ 8 标准 奇异 积分 方程 组 的 三 条 基本 定理 的 证 明 


在 这 一 节 中 ， 应 用 在 第 三 章 中 所 论述 的 对 单个 奇异 积分 方程 
的 第 三 种 正则 化 方法 , 证 明 本 章 $ 2 中 对 于 奇异 积分 方程 组 记 叙 
述 的 三 条 基本 定理 ， 即 给 出 定理 4.1、 定理 4.2 和 定理 4.3 的 证 
明 。 

考察 有 Cauchy 核 的 奇异 积分 方程 组 


人 (JPfT) , . 上 
二 = { 一 - 人 = t), 4.71 
Kop=a(t)p (ty 1 志 |， 二 Uz =f (# ( ) 


其 中 64()、 及 G7) 都 是 给 定 在 荆 上 满足 HWlder 条 件 的 矩阵 ， 
了 中 是 已 知 的 在 工 上 满足 Helder 条 件 的 向 量 ，9 忆 是 未 知 1 县， 
也 要 求 它 满足 H6lder 条 件 。 记 和 抑 阵 
《2 
则 方程 组 (4.71) 可 写 为 
Kp=f 0) — kp 


其 中 Kop=a(t p+ |， DY gn, 
k= 二 |， E(t, vp UL, 
而 矩阵 
1 人 一 下 全 于 的 -个 所 人 Wee 


v—t |z 一 
这 里 矩阵 好 (6 7) 满 足 H6lder 条 件 。 假设 积分 方程 组 (4.71) 或 
(4.72) 是 标准 型 的 , 即 满足 条 件 
dat(a(t) —0()) #0, 
deb(a(t) +5(D)) 0, 
与 积分 方程 相 (4.71) 的 相 联 方程 组 是 
Ky=ar Oy -S| EE ND ar-g0), 


1€L, 


(4.72) 
如 同 对 单个 方程 所 采用 的 第 三 种 正则 化 方法 相仿 ， 并 利用 
上 节 所 采用 的 记号 ， 不 难 推 知 ， 奇异 积分 方程 组 (4.71) 等 价 于 
Fredholm 积分 方程 组 
Kp=p() + BF" rp(r)dr 
天 全 —20°(DZ (PA) (4.78) 


MA 


和 六 个 补充 条 件 
[GAGE GAA (4.74) 
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ff’ =0 (FE) — rns rn] fr 7 


L Ti~—# 


K*(t, 7)=0 (h(t, 7)— 


x|, ke -hr T) dm, 


ZL 一 i 


(0 (£) - 


上 式 可 写 为 。K*(b 中 ~ 人 全 fe 0<e<l, 


而 hr*(t，z) 是 满足 了 51der 条 件 的 矩阵 , 又 a 中 (有 是 已 知 向 量 , 不 
难 写 出 它 的 明确 的 表达 式 ，y2) 的 意义 见 上 节 。 方程 组 (4.73) 
中 线性 地 含有 入 个 任意 常数 。 

这 样 一 来 , 就 达到 了 奇异 积分 方程 组 (4.71) 的 正则 化 。 这 样 
的 正则 化 , 从 形式 上 看 ， 回 单个 方程 的 情形 没有 多 少 差别 ,但 从 实 
用 上 和 看， 因为 方程 组 的 特征 方程 不 易 以 显 式 完整 地 解 出 ,所 以 
了 fredholm 积分 方程 组 (4.73) 的 楼 与 其 右 端 不 能 妊 助 已 知 函 数 明 
显 地 表达 出 来 ,这 和 单个 方程 的 情形 就 大 为 不 同 了 。 但 是 ,用 这 种 
正 风化 方法 ,可 以 给 出 奇异 积分 方程 组 的 三 条 基本 定理 的 证 明 。 

为 明确 起 见 ， 现 在 把 奇异 积分 方程 组 (4.71) 的 三 条 基本 定理 
再 叙述 于 下 ， 
定理 :1 齐 次 积分 方程 组 四 gp 一 0 的 线性 独立 解 的 个 数 是 

有 限 的 。 

定理 .2 非 齐 次 积分 方程 组 Kg 一 了 为 可 解 的 充分 和 必要 

条 件 是 :下 列 诸 等 式 满足 
GOU=-o 7 2 

其 中 VD, 1—1, 2 oh 
是 相 联 齐 次 方程 组 及 由 =0 的 线性 独立 解 的 完全 组 。 

定理 .3 相 联 的 齐 次 积分 方程 组 

Kp-0 和 Kh=0 - 

的 线性 独立 解 的 个 数 大 和 忆 之 差 等 于 方程 组 有 gp 一 0 的 总 指标 x。 
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上 述 结果 与 单个 方程 的 Noefther 诸 定理 是 完全 相似 的 。 

这 里 ,积分 方程 组 Kp 一 0 的 总 指标 x 就 定义 为 其 特征 方程 组 
Km%p 一 0 的 总 指标 。 

显然 , 互 为 相 联 的 方程 组 的 总 指标 大 小 相等 ,但 符号 相反 。 这 
可 由 总 指标 的 计算 公式 (4.45) 以 及 互 为 相 联 的 积分 方程 组 的 定义 
表明 。 

基于 前 述 , 齐 次 奇异 积分 方程 组 下 p= 0 等 价 于 Fredholm 积 
分 方程 组 | 

Kp= —25(t) Z(t) PCE) (4.75) 
和 下 列 各 条 件 

| opoGeGDat-o j=l, 2, 1, pe 0436) 


积分 方 程 组 (4.75) 为 可 解 的 充分 和 必要 条 件 是 其 右 中 疝 量 满 足 有 
人 限 个 ( 设 为 了 个 ) 可 解 性 条 件 


| yD) ZPD AO, j=1, 2, 1 1 (4.77) 


其 中 BH) (j=1, 2, 了 
是 相 联 齐 次 方程 组 、 
KV=-0 
的 线性 独立 解 的 完全 组 。 在 式 (4.77) 中 代入 咕 人 四 2 (PG) 的 表 
示 式 (4.64)， 就 得 到 确定 常数 Ql，Cs…，0; 的 一 组 了 个 线性 齐 - 
次 代数 方程 
YuC1t Ys0s + Tt YO —0, 
ne (4.78) 
YuOi+ YOs t+ VO; =0, 
其 中 Ye (f=, Bl A) 
是 完全 确定 的 数 。 设 7(r< 7 所 办 是 线性 代数 方程 组 (4.78) 的 
秩 , 则 入 个 数 O04，COs,，…, O; 中 的 7 个 可 齐 次 地 用 其 条 和 一” 个 线 
性 表 出 , 以 Di,，…，D;_, 记 后 面 的 这 和 一 + 个 数 , 并 在 (4.64) 式 的 
右 端 把 常数 01，Os,…，0， 用 它们 的 以 Di，…，D,_r 表示 的 表达 
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式 代 入 ,得 到 1 
—20*()Z (POD = DP + .4D rN , 
其 中 BD (9=1, 0, M7), 
是 完全 确定 的 线性 独立 向 量 。 把 上 式 代入 积分 方程 组 (4.75) 的 
端 ， 就 得 到 对 于 任何 值 D:，Da,…，D，-r 为 可 解 的 Fredholm 积 
分 方程 组 
Kp= D5P(2) + DB + + Dr (4.79) 
解 此 方程 组 ,得 
p(t) = Di$ DO +: “二 DD,- 二 D0) 、 
+D, reg r+D(F) 十 … 十 Dr "DF), 
| (4.80) 
其 中 Dy_riy “ -rr 也 都 是 任意 常 数 ， gD), “} 5 76) 
分 别 是 在 (4.79) 右 端 取 D; 中 之 一 等 于 1 条 其 外 秆 等 于 堆 所 得 的 
积分 方程 组 的 解 ， 而 闸 *"+2()，…， 名) 是 相应 的 齐 次 积 
分 方程 组 及 "gp 0 的 线性 独立 解 的 完全 组 。 显 然 ,所 有 
BDH C=1, ArtD 
是 线性 独立 的 。 
为 使 方程 组 (4.79) 的 解 (4.80) 也 能 适合 原先 的 奇异 积分 方 各 
组 Kp=0, 必须 而 且 只 人 须 条 件 (4.76) 满 足 , 把 (4.80) 代 入 (4.76)， 
就 得 到 决定 常数 DD,， D。 …， 了 Dr 的 一 组 几 个 线性 齐 次 代数 方 
程 
1D1 + 512Ds+ .+O 0_rinDa-rri=0, 
,1D1TE 85,aDs+ Or Drri= 0, 
其 中 Bn (f=, py bh hr7+D 
都 是 确定 的 数 ， 以 :表示 这 个 线性 代数 方程 组 的 秩 ， 则 常数 了， 
.， 且 _r 中 的 s 个 可 以 由 其 余 的 入 ~r+1 一 s 个 线性 齐 次 地 表 
出 ,以 思 ，…， 加 ,ns 记 后 面 这 些 数 ,就 得 出 积分 方程 组 Kp=0 
和 鹊 一 般 解 可 写 为 
pt) = Eip(t) + Ep (办 十 十 再 arr rr)(), 
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其 中 8 的， 9 四 的 p77 四 是 线性 独立 向 量 ， 面 如 1， 
Es;, 五- Le ,是 任意 常数。 
这 入 齐 次 积分 方程 组 Kp =0 的 线 性 独立 解 的 个 数 
太一 入 十 7 一 个 一 一 $。 

从 而 不 但 证 明了 定理 4 1, 而 且 也 计 算出 了 章 次 积分 方程 组 的 线 
性 独立 解 的 确切 个 数 。 

”现在 转向 讨论 非 齐 次 积分 方程 组 Kp 一 f, 它 等 价 于 方程 组 
《4.73) 和 几 个 条 件 (4.74)。 积 分 方程 组 (4.73) 的 右 端 可 写 为 

f°) HOND HE +OND + + OTH , 
同 前 一 样 ， 表 出 积分 方程 组 (4.73) 的 可 解 性 条 件 就 得 出 确定 Or 
On …，O; 的 线性 代数 方程 组 
TaCa 十 isOa 十 … 十 1; 一 81， 


. YnOit YOat t+ VO, = €1, 
其 中 =| WHF, 了 了 


而 "的 是 完全 确定 的 向 量 。 如 前 ， 以 7 安 示 此 线性 代数 万 程 组 
的 秩 , 则 此 代数 方程 组 为 可 解 的 条 件 是 
emsitemaest en8 =0, I=1, ., Ll—r7, 
其 中 em (9=1, 1 Lr EF=1, ., D) 
都 是 确定 的 数 。 把 si 的 上 列 积分 表达 式 代 入 , 就 把 这 些 可 解 性 条 
件 化 为 下 面 的 1 一 "个 积分 条 件 


| OU ole, I (4.81) 


其 中 (是 完全 确定 的 向 量 。 设 这 些 条 件 满足 , 再 按照 上 面 处 
理 齐 次 方程 组 的 同样 方法 ， 又 可 得 出 形 如 (4.81) 的 一 s 个 条 伴 。 
把 这 两 者 结合 起 来 ， 共 有 形 如 (4.81) 的 1 一 r+ 一 s 个 可 解 性 条 
件 。 设 向 量 & 中 (中 有 个 是 线性 独立 的 , 则 

hb"'<wt+l—7r— so 
就 设 这 些 线性 独立 的 向 量 是 前 X" 个 ,于 是 非 齐 次 积分 方程 组 
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Ko=f 
网 可 解 性 条 件 化 为 


| ED DUE=0, 0=—1, ,Po (4.82) 


下 面 证 明定 理 4.2 和 定理 4.3。 
定理 4.2 的 可 解 性 条 件 


[GT OR j=1, 1, (4.83) 


的 必要 性 由 公式 (4.6) 即 可 明 身 。 为 证 明 条 件 (4.83) 的 充分 性 ,只 
要 确定 可 解 性 条 件 (4.89) 是 条 件 (4.83) 的 推论 就 可 以 了 。 设 
四 是 满足 H6lder 条 件 的 任意 向 量 ， 因 为 积分 方程 组 Kp K 
是 可 解 的 , 因 之 由 式 (4.82) 和 公式 (4.6), 就 得 出 
OL Ou OL OLR 
由 向 量 (DD 的 任意 性 ,得 知 天 so 一 0， 加 
SG 人 er oF) 
是 相 联 齐 次 积分 方程 组 有 小 ~0 的 解 ,从 而 它们 是 向 是 
HD (j=b 网 
的 线性 组 合 。 从 而 结论 得 证 。 
再 证 定理 4.3。 由 上 所 述 ， 条 件 (4.82) 和 条 件 (4.83) 是 等 从 
的 ,现在 证 明 信 一 Wr。 因 为 线性 独立 向 量 8 呈 (D，…, $2() 均 江 
足 积分 方程 组 站 由 一 0 所 以 如 <8'。 不 失 一 般 性 ,可 设 
ED pO, ELO POD, 1 EP pO 
如 果 加 < 以 ,就 可 以 选取 到 这 样 的 向 量 了 (使 条 件 


[FW a =0, 0@=1, 1 
满足 , 且 至 少 对 某 个 六 如 二 1<j<%', 有 
GDwoDaro 


这 样 , 向 量 .fi) 满足 条 件 (4.82) 而 不 适合 (4.83)， 但 这 些 条 件 是 
等 价 的 , 因 之 这 是 不 可 能 的 。 从 而 就 证 明了 pr 一世 。 寺 是 


及 委 几 十 1 一 了 一 S) 
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从 而 b—%b>NA~ =—%, 
交换 积分 方程 组 
. Kyg=0 和 五 多 =0 
的 地 位 , 且 注 意 到 积分 方程 组 下 由 = 0 的 指标 为 一 x， 就 有 
b'—Eb>—x, 

于 是 8 一 太一 2 
这 样 就 证 明了 定理 4.3。 | 

对 于 奇异 积分 方程 组 ， 也 可 以 利用 类 似 于 第 三 章 中 关于 单个 
咨 异 积分 方程 所 使 用 的 其 他 正则 化 方法 ， 化 为 在 某 种 意义 下 与 其 
等 价 的 Fredholm 积分 方程 组 ， 后 者 的 核 及 其 右 端 可 以 明显 地 以 
已 知 函 数 表 出 。 

考察 相 联 的 算 子 


Pp= 斑 [8- DDIOIpO) . 
2 gr, 


+ -DO 二 .3 
P= 087) (D+ (D7) 10) IY 


1 _ ， 
. IT) iz) ~ (DT) -T(z)] . 
I 2 
woz 了 一 上 br) dr 


答 易 验证 , 算 子 PRK,，KP，P’'K’,，K'P' 都 是 Fredholm 算 子 , 且 
算 子 K'P' 和 PK, 算 子 P'K’ 和 KP 互 为 相 联 的 算 子 。 称 卫 为 
算 子 下 的 正则 化 算 子 。 
以 Wi, Ho Hh CH Ka .>> 坟 ) 表 示 奇 异 积分 方程 组 
Po=0 (4.84) 
的 分 指标 , 由 于 它 的 总 指标 为 一 x, 因 之 
一 Xx 二 竹 十 22 十 "… 十 Xho 
不 失 一 般 性 , 设 坐 标 原点 位 在 区 域 D+ 内 。. 
设 和 之 "之 Xi 之 0>>xiwti 之 … 之 Xno 


任 取 一 非 负 整 数 1, 使 对 一 切 的 7》 了 (nv 十 1<j<n), 有 wj 十 1 汪 >0。 这 
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样 的 数 1 总 可 事先 选 定 ， 而 不 必 算 出 请 数 沪 (参阅 85 末尾 的 说 
明 )。 
考虑 积分 方程 组 
Ko=Ep(d) + L8H 2 gr=0, (4.85) 
其 中 如 是 单位 阵 , a 到 0 是 使 函数 1+ot"! 在 石上 处 处 不 为 零 的 党 
数 ,而 
BO 一 Eee 口 


容易 知道 ， 函数 1 十 80)， 1 一 BCD 在 仇人 不 和 过。 把 分 块 
解析 向 量 


oo- 二 [和 


的 边界 值 代 入 方程 组 (4.385) 中 , 得 到 齐 次 Riemann 边 值 问题 
4 1—B() -~ 
马 1 (有 = 的 DB- (4) =ot g 人 0。 
此 边 值 问题 的 所 有 分 指标 医 等 于 一 六 也 就 是 它们 全 都 不 是 正 的 ， 
因 之 由 $7 所 述 ,积分 方程 组 (4. 3) 只 :有 零 解 。 于 是 , 奇异 积分 方 
程 组 


局 or Eee as (4.71) 
等 价 于 积分 方程 组 
KKo=[0(t) +B()20) 190) 
+ [b+B(00D]|, LY a 


+ EG Dp(Dar- 瑟 放 480) 


其 中 2 的 一 KG DK"(h 是 一 个 满足 与 bs 中 相同 条 从 的 
和 矩阵 。 
如 果 对 奇异 积分 方程 组 (4. 86) 作 其 正则 化 算 子 则 有 
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x) 10) .D0 
P = [二 BEG) et 


四 1 2 | Ln 
本 1— BG) ] 吉 | cr。 


记 向 量 vO wr)|, 业 (人 dr, 


于 是 易 知 , 积分 方程 组 已 四 = 0 等 价 于 Riemann 边 值 问题 : 
+ IT 二 BO 1 国 
TD WB SD (VY) 


= NOD!), 


所 以 由 此 得 出 , 积分 方程 组 卫 息 =0 的 分 指标 是 扯 士 …， zw 二， 
而 由 数 1 的 上 述 选取 ， 这 些 数 纪 为 非 负 的 ， 从 而 利用 $7 中 的 结 
论 , 奇异 积分 方程 组 
王侯 一 9 

对 于 任意 右 端 向 量 9 人 掏 篆 可 解 。 

再 注意 到 奇异 积分 方程 组 (4.71) 和 奇异 积分 方程 组 (4.86) 的 
等 价 性 ,就 有 下 述 的 定理 ， 

定理 到 .8 奇异 积分 方程 组 (4.71) 与 Bredholm 积分 方程 组 

KKPYy=Kf (4.87) 
在 下 面 的 广义 芒 义 下 是 等 价 的 : 它们 为 同时 可 解 或 不 可 解 ,在 可 解 
的 情况 下 ,它们 的 解 p( 引 与 由 (之 间 有 关系 式 
Ph=y(t), 

利用 这 一 结论 可 以 重新 来 证 明 . 上 面 已 证 明 过 的 三 条 基本 定 
理 。 

定理 4.1 是 显然 的 。 因 为 奇异 积分 方程 组 gp 一 0 的 每 个 解 
满足 Fredholm 积分 方程 组 PKy=0，, 

可 解 性 条 件 (4.83) 的 必要 性 由 公式 (4.6) 即 可 明了 了 , 只 要 证 明 
条 件 (4.83) 的 充分 性 就 可 以 了 。 因 为 奇异 积分 方程 组 (4.71) 与 方 
程 组 (4.87) 在 广义 意义 下 是 等 价 的 ， 后 者 为 Fredholm 积分 方程 
组 ,所 以 积分 方程 组 (4.71) 为 可 解 的 充分 和 必要 条 件 是 
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| oOE7a-| AGORod-o。 (4.88) 
其 中 w 人 (是 积分 方程 组 | 
(KKP’)'w= P*K'Kiw=0. (4.89) 
的 任意 解 。 因为 奇异 积分 方程 组 P* 炎 =0 的 所 有 分 指标 丝 是 非 负 
的 ,所以 积分 方程 组 (4.89) 又 等 价 于 方程 组 
EK’'Kiw=0, 
这 就 是 说 ,Kiw 是 相 联 奇 异 积分 方程 组 及 小 一 0 的 解 。 因 之 ， 由 
式 (4， 人 和 ,和 条 件 (4.88) 确 成 立 。 这 样 就 证 明了 定理 4.2。 
考察 Fredholm 积分 方程 组 


| KKP*w=—0 (4.90) 
按 $7 所 述 , 它 等 价 于 方程 组 l 
KP*J=0, * 
者 可 与 为 Py = 0p°0, 


其 中 gD， …,， 9 中 GQ) 是 奇异 积分 方程 组 有 9 一 0 的 线性 独立 解 
的 完全 组 , O01,…,， Ox 是 任意 常数 。 再 注意 到 积分 方程 组 Pj 一 0 . 
的 分 指标 是 和 4 十 …, 4 十 b, 因 之 容易 推出 , 积分 方程 组 (4.90) 有 
tntp tt | 
个 线 竹 独立 解 。 类 似 地 ，Fredholm 积分 方程 组 
(KiKP')w=P*K Kiw=0 
恰 有 以 +VY 个 线性 独立 解 。 事 实 上 , 因为 方程 组 


Py=0 
的 诸 分 指标 都 是 非 负 的 , 因 之 对 应 于 它 的 
A=n, w=0, 
即 方程 组 Py=0 
只 有 和 零 解 ,从 而 方程 组 
P*K’Kiw=0 
等 价 于 方程 组 
K’'Kiw=:0, 
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但 奇异 积分 方程 组 
， K-90 
及 个 线性 独立 解 溃 了 ，…， 玉 下 ( 纺 。 因 之 方程 组 
K'Kiw~—0 
又 等 价 于 方程 组 
Kio=B oe), 
其 中 01, …，0% 是 任意 常数 。 又 , 算 子 Ki 的 所 有 分 指标 贿 为 一 5， 
因 之 对 应 于 它 的 和 =0, 一 双 , 亦 即 方程 组 Kiw=0 有 以 个 和解 ,而 
Kw 一 0 只 有 零 解 。 从 而 论断 得 证 。 最 后 ， 由 于 相 联 的 Fredholm 
积分 方程 组 
EKP*=-0 和 (KKP*)'w=0 
有 相同 个 数 的 线性 独立 解 ,所 以 
nb = x+nlth, 
也 即 bh 
这 样 就 证 明了 定理 4,3。 
由 上 面 的 论述 , 可 得 出 下 面 的 一 个 重要 推论 ， 
推论 坷 和 异 积 分 方程 组 Kg 一 f 对 任意 的 右 端 向 量 f( 引 为 可 
解 的 必要 和 充分 条 件 是 ; 这 个 方程 组 的 总 指标 % 非 负 ， 且 齐 次 奇异 
积分 方程 组 有 Kp 一 0 恰 有 w 个 线性 独立 解 。 
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第 五 章 “ 非 线性 奇异 积分 方程 
和 非 线性 边 值 问题 


随 着 积分 方程 和 线性 奇异 积分 方程 理论 研究 的 深入 和 实际 应 
用 的 需要 , 关于 非 线 性 奇异 积分 方程 的 研究 , 也 有 了 新 的 发 展 。 这 . 
个 理论 前 发 展 在 很 大 程度 上 依赖 于 现代 泛 函 分 析 、 算 子 理 论 和 
Schauder 不 动 点 原理 等 。 

在 这 一 章 中 主要 介绍 第 一 类 和 第 二 类 非 线性 奇异 积分 方程 及 
逐次 迫近 法 求解 ， 同 时 讨论 它们 在 研究 解 术 函数 的 广义 Riemann. 
问题 ,广义 Riemann-Hilbeak 问题 和 广义 Poincar6 问题 中 的 应 
用 , 某 些 进一步 前 讨论 和 进展 情况 可 参阅 专著 [72]、[7]、f85 和 
论文 [86] 、[88] 、[89] 、[90] 等 等 ; 某 些 较 早 期 的 研究 工作 请 参阅 
专著 [81] 和 该 书 末 尾 所 列 出 的 有 关 论 文 。 


$1 第 一 类 非 线性 奇异 积分 方程 


考察 形 如 
| EE gr f0) (5.1) 


的 奇异 积分 方程 , 其 中 荆 是 有 限 条 光滑 的 互 不 相交 的 围 道 的 全 
体 ，KK( zw) 是 定义 在 tz+EL，wE€ 了 上 的 给 定 的 复 函 数 
《1 是 复 平面 上 的 某 个 区 域 )， 7 是 定义 在 了 上 的 给 定 的 复 阴 数 ， 
方程 (6.1) 称 为 第 一 类 非 线 性 奇异 积分 方程 。 

为 讨论 简便 起 见 ， 我 们 考虑 写成 以 下 形式 的 第 一 类 奇异 积分 
方程 : 


人 pdrth | EE LP] gr fC) (5.2) 


其 中 入 是 一 个 参数 , 而 给 定 的 复 函 数 /DO .NG 7)、 下 (bz 四 分 
别 定义 在 以 下 的 区 域 上 . 
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tELtELD, rELtEL, rEL, lul<B, (5.3) 
这 里 请 是 给 定 的 正 数 ,w 是 一 个 复 变量 。 
我 们 假定 这 些 函 数 满足 H6lder 条 件 : 
RAC A DI 
[ING, tT)— Ns, ri) |<Ry[t—t lsd | 7 , (6.4) 
[KG 1, WwW—ER(, vo A) | ebr[lt-t|’ 
+|z—T1|* 二 |v-ul]， 
其 中 0 过 jy 过 jl， ,Bw，Pr 都 是 正常 数 。 
其 次 假定 核 入 (4 z)/(z 一 从 是 闲 的 , 即 积分 方程 


仅 有 和 堆 解 。 

方程 (5.2) 能 归结 为 等 价 的 弱 奇 性 方程 ， 即 在 (5. 2) 的 两 边 乘 
+ 7g 0E 五 ， 且 分 别 对 变量 上 积分 ， 于 是 可 以 断言 ， 满 足 
.Holler 条 件 和 满足 方程 (56.2) 的 EL 


at BG Nl, 7) Kl[t x, p(t)] 
Lt—0. TT Pr + | TT—t dr 
1 dt, 0€L, (5.5) 
Lt—0 


反之 , 满足 方程 (8.9) 的 gp 抱 , 也 必 消 足 方程 (5， 2)。 事 实 上 ， 
根据 Cauchy 型 积分 的 性 质 , 方程 


1 wo 0€L, (5.6) 
仅 有 堆 解 。 这 是 因为 Cauehy 型 积分 有 以 下 转换 公式 成 立 ， 
二 | .2 tryD，p@= 训 | 生起 (57) 


5 
故 由 (5.6) 推 得 2 0, 从 而 又 得 由 (的 一 0。 
”现在 应 用 Poincar6-Bertrand 换 序 公式 于 万 程 (5.5) 的 左 端 
其 累 次 积分 , 得 到 
—mN(0, 08(0) 一 NE [0, 0 p(0)] 


< 19S。 


+ Fe vpnarts | srg np]ar= 产 (0)。 
(5.8 
. 加 NU. 了) 
其 中 F (0, 7 -| 
_{ EC.z, wu 
el rere 
(人 了 | 
户 (g) 一 .人 dt, (5.9) 
这 里 0EL, 5€EL, lul<RO#7T)。 
不 难 知道 ， 经 过 这 样 变换 后 的 方程 (5.8) 是 弱 奇 性 积分 方程 
事实 上 , 由 于 


dr 3 


(+ 1 ) 
G07T—t) Tt rt) 
函数 (5.9) 能 够 表示 成 
_ oO0, 7) wr, 四 
F(O, 7) op ， 


DO, 7, W) = 0 7 一 rm， 地 , 
T—0 


(5.10) 


这 里 和 旭 是 Cauehy 积分 
a(g， 了 -| 二 人 于 dt, Qf, vw, 四 =| Ea 
(5.11) 
根据 假设 (5.4) 和 Cauchy 现 积 分 的 性 质 , 函数 各 关于 每 
个 变量 满足 指数 为 久 的 HOlder 条 件 , 于 是 (5.10) 能 够 写成 


Br (0 nu) (OF (5.12) 
vO 
这 里 的 函数 及 和 有 界 且 关于 每 个 变量 满足 指数 为 一 a 的 
Holder 条 件 , 其 中 是 一 个 小 于 的 任意 选取 的 正常 数 。 

积分 方程 (5.8) 借 助 于 古典 的 逐次 迫近 法 是 不 可 解 的 , 因为 这 
时 函数 全 (9，z,， 关于 wv 的 Holder 指数 小 于 1。 所 以 要 用 
Schauder 不 动 点 原理 讨论 方程 (5.8)。 
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-很 设 在 每 一 点 gE 五 (9，0) 类 0， 且 记 方 程 (5.8) 为 等 价 的 
形式 


1 [( FC(0, mt) 
?0 二 | 区 入 ?DK 0 00)] 
% { 更 [gr pC")] fs(0) 
tm)s NO Ne oy° C5.19) 


现在 引进 函数 空间 4， 这 空间 中 的 点 是 定义 在 集 工 上 的 所 有 
复 的 连续 函数 p(t)。 这 个 空间 的 任意 两 个 点 f( 引 和 gt) 的 和 以 
及 每 个 点 了 (9 与 与 实数 和 的 乘积 分 别 定义 为 
| {f}+{p}={f+9}, Mf}={%f}, 


(的 模 定义 为 
Il -sapl7G1。 (5.14) 
(人 ) 和 (加 两 点 间 的 上 离 定义 为 z 
80, 9) =1f ple (5.15) 


在 上 述 定义 下 ， 易 见 空间 4 是 线性 赋 范 完备 空间 ， 即 是 
Banach 空间 。 
现在 在 空间 4 内 考虑 注 足 以 下 不 等 式 的 所 有 点 9() 的 集合 
lpl<a, 
DIOPTICOIE S.A 
其 中 Rj 是 出 现在 假设 (5.3)、(5. 少 中 所 给 定 的 正常 数 ， 尺 是 
一 个 任意 固定 的 正 数 。 
不 难 证 明 , 集合 刀 是 凸 的 。 这 是 因为 若 了 和 9 是 这 集合 中 的 
两 个 点 , 即 它们 满足 不 等 式 (5.16), 那么 , 形 如 Y(t) +(1 一 7) g(t) 
(0<7< 少 的 所 有 点 也 属于 集合 召 。 事 实 上 , 有 
[7f OD +I- gD YO + 7 lg D1<a, 
[7f 0 + C7) 9) —7f 8) — (1-7) g0)] 
<7|fO -fH |+(—7 1g — gy)] 
<K,lt-tli, 
紫外 ,集合 如 还 是 闭 的 ,因为 它 的 极限 点 必然 满足 条 件 (5.16)。 
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(5.16) 


“为 研究 方程 (5.18), 借助 以 下 关系 式 变换 集合 如 
-二 | BD nar 


L 方太 分 0) 
-太太 K [0, 9, p(0)] 
DL, (7)] f1(0) 
1 


由 于 假设 部 牛人 是 闭 的 , 齐 次 方程 


10 -3 号 wown 


公有 夫 解 ， 因 此 ， 基 于 Bredbholm 理论 和 核 - 芳 \Z- 加 -的 弱 奇 
性 ， 关 系 式 (5.17) 使 集合 卫 中 的 每 个 点 (7) 都 确定 一 个 连续 
函数 小 (9)， 即 确定 空间 4 的 一 个 点 。 现在 建立 一 些 充 分 条 
件 ， 使 得 每 个 变换 后 的 点 都 属于 集合 轧 也 即 满足 不 等 式 
(5.16)。 


注意 到 弱 奇 性 方程 的 基本 现 论 ， 方程 
0) 一 训 | 人 名 (nar 一 9(6) 
的 只 一 解 可 以 取 为 下 式 


$0) = gC0) + ,R60, gs)am, (5.18) 
其 中 (9, 中) 是 解 核 , 它 不 依赖 于 9(), 而 仅 依 康 于 -东区 
在 9=~ 处 有 如 同 于 (5.12) 的 弱 奇 性 。 
于 是 , 解 (5.18) 满 足以 下 不 等 式 z 
[p01< (t+ hr)supl gl), (5.19) 


其 中 
ta=sup|, |R(O, [ate (5.20) 


。 2301。 


因此 , 由 函数 w(g) 通 过 关系 式 (5.17)， 得 到 的 函数 消 (9) 满 足 不 等 
式 . 


1+h ! 二 和 7 站 了 
yO) < [Me 全 Mi+C b) |。 


(5.217 
这 里 ME, MN. Ms, M; 表示 下 列 的 正常 数 ， 
Mr= sup |EK(, mo mr=inf [NG, tl, 
1,7€EL, lus<BR :EL 


Mo ,gop ,fis mm Whar, Msup|f (D1, (5.22) 


是 西数 了 满足 条 件 (5.4) 中 的 Holder 系数 ，0' 和 0” 是 某 些 仅 
依赖 于 力道 荆 的 正常 数 。 

下 面 来 证 明 函数 (0) 注 足 Hilder 条 件 并 估计 它 的 系 
数 。 

首先 参照 第 一 章 所 述 方法 ， 不 难 验证 (5.13) 式 左边 和 右边 的 
两 个 积分 有 估计 式 : 


1 FO, vt) _F(0, 7 ) 
mit NG, 0) NC:, 0:) 


jweyor <oxsuply] 19 041 


(5.23》 


_ $0, v, peo) a "| 
一 方太 人 一 je N01, 0) 


0 (5.24} 


其 中 Cw 和 Or 分 别 表示 仅 同 函数 下 .力道 研 以 及 函数 W 下 与 轿 
道 荆 有 关 的 正常 数 。 进 而 , 由 (5.13) 式 和 假设 (6. 作 ,就 有 


WO OD |< (Onsuplb|+ lAOD O01? 


+ 7 [KE, 9, p (D1— KI[IO, 0, p01]| 
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“Pe f1C06) —f1(01)] 


LO ,LV 6)— NO, 0)| 


到 AGO OIN (Os, 0)| 
<COxrsuplyl+|%On |0— 0 
十 -| pCO 0 e490)m 
Ww 
+E, O00 +AMEmy ky (|0 0)*+10—0|”) 


AA 


+ 二 mi 9 全 |< 和 0 一 (5.25) 
这 里 表 示 HOlder 系数 ,由 上 面 的 估计 显然 有 
by—Oxsup | 四 + |Nleslh mrihr(hot2| Ls) 
2A Mepyms? | 石生 十 Don [LI 
.+2CO Mt Grp) mi LI (5.26) 
这 里 了 表示 仅 依 赖 于 围 道 工 的 正常 数 ，| 工 | 表示 围 道 工 的 长 度 ， 
在 估计 式 (5.21) 和 (5.26) 的 基础 上 , 当 |%|、Mjb 取得 足够 小 即 
保证 有 下 列 不 等 式 
(tp)mi[I Mrt Ale-2My + (OM;4+ OR) <BR, 
(5.27) 
OsB+ IMOrt [hmsihr(K, +2|L|2) 
十 3|X| Mrkwns?| Lis 十 Dms sp DS 
+2(0'Mi+ Ob) mby | LSE, 
城 立时 , 变换 后 的 点 风 的 集合 五 是 如 的 子 集 。 . 
因为 像 集 合 贸 中 的 所 有 的 点 由 一 致 有 界 | 由 所 BR， 且 按 
五 lder 不 等 式 (5.25) 是 闻 等 连续 的 。 所 以 根据 Arzela 定理 , 集 
“303， 


合 刀 是 相对 紧 的 。 

余下 证 明 ， 由 关系 式 (5.17) 确 定 的 变换 在 空间 4 中 是 连续 
的 。 事 实 上 ,车 {pw 是 集合 召 中 收 化 于 gp 的 任意 点 列 , 则 对 应 的 点 
列 {趋向 于 点 小 且 由 .Fredholm 积分 方程 解 的 性 质 知 , 沙 也 按 
关系 式 (5.17) 对 应 于 9。 

这 样 ， 按 Schauder 不 动 点 原理 ， 变 换 (5. 人 7) 至 少 有 一 个 不 动 
点 9 坊 ， 亦 就 是 说 积分 方程 (5. 下 也 即 是 积分 方程 (5.2) 存 在 着 
解 。 这 就 是 说 ,有 以 下 定理 成 立 . 

定理 了 1 若 给 定 的 函数 f(t)、WG, TD)、 区 (7,， 满足 


Hilder 条 件 (5.4), 且 设 术 SC -2) 是 闭 的 ， 同 时 常数 [|、 M1、 


hs 取得 充分 小 ,使 得 不 于 广 (了 2 则 积分 方程 (5.2) 在 满足 
Holder 条 件 的 复 函 数 类 内 至 少 有 一 个 解 人 (办 。 


$2 应 用 拓扑 方法 研究 第 二 类 非 线性 奇异 积分 方程 
考察 第 二 类 非 线 性 奇异 积分 方程 


9 0) ag (5.28) 
入 为 参数 。 
假设 复 函 数 玉 (t， zz 轨 定义 在 闭 域 
iE rE |u|< 有 (BR>0 常 数 ) (5.29) 


上 , 且 满 足 Holder-Lipgchitz 条 件 : 
{KG, T) WW) 一 一 天 (三 ， T1y wz) | 安 太 [一 丰 |> 
十 |z 一 好 | 十 | 一 让， (56.30) 

其 中 0<j<v<1 >0 是 常数 。 

方程 (5.28) 在 假设 (5.80) 下 , 不 能 用 十 典 方法 求解 然而 它 蚊 
解 的 存在 性 能 够 应 用 Schauder 拓扑 方法 予以 证 明 。 

我 们 考 目的 空间 4 如 上 节 挤 述 , 它 是 一 个 Banaeh 空间 , 在 这 
204 。 


空间 内 考虑 的 集合 百 也 一 样 是 所 有 这 样 的 点 p( 纺 的 集合 ,它们 滇 
足以 下 不 等 式 
[|g |<R, 
lp) — pt) | eb, lt—t | 

在 以 上 (5.29)、(5.30) 和 (5.31) 式 中 出 现 的 且 .z 和 hb 是 任意 给 定 
的 正常 数 。 显 然 , 集合 加 是 闲 的 ， 因 为 它 的 任何 收敛 点 列 的 极限 
点 同样 满足 不 等 式 (6.31)。 此 外 ,集合 如 也 是 凸 的 , 因为 若 w 和 9 
是 集合 如 中 的 任意 两 点 , 即 它们 满足 不 等 式 (5.31)， 则 联结 点 g 
和 yg 的 直线 段 上 的 每 个 点 

DE =AL—7p+7g) OQ<7<1) 
也 属于 集合 如。 

为 研究 积分 方程 (5.30), 我 们 考虑 集合 吾 的 变换 - 


$= 于 区 Par, (5.32) 

它 把 集合 如 中 的 每 一 点 9 变换 到 点 水 以 下 我 们 寻求 使 像 几 (人 

也 属于 加 的 条 件 。 为 此 ,将 (5.32) 写 成 . 
OY A tp)] KE pO y, 


(5.31) 


T—i 
+AK IE 6, p(t0)] | -和 ; (5.33) 
于 是 由 假设 可 得 
【9 
<|%|b(L+h) | re tls, (5.34) 
其 中 Ma 一 Sop_ IK 7 |。 


其 次 有 
{KE my p71 —EK[t, T1) 2(z)]| 
<B[lt 6th) en。 


根据 推广 的 Ipapamop 定理 2， 函数 (5.32) 满 足以 下 的 HH6lder 条 
件 : 
AOR ACDI LAL (5.35) 
其 中 O 是 不 依赖 于 函数 m 而 仅 依赖 于 围 道 五 的 正常 数 。 这 里 利 
用 了 条 件 (5.30) 中 <v 的 假设 。 
由 此 可 见 ; 车 信 计 式 (5.34) 和 (5.35) 中 的 常数 满足 下 列 两 个 
不 等 式 
ACE 天 二 避 ， 


(AIBC 1 (6-39) 
这 里 工 表 示 证 [a 人 。 
。 B b, 
i To) (5.37) 


虽 集 合 且 经 变换 后 的 像 贞 的 全 体 仍 属于 如， 
余下 证 明 ,集合 召 的 变换 (5.32) 宕 空间 4 中 是 连续 的 。 为 此 
必须 且 只 须 证明 ; 如 果 集 合 耳 中 的 函数 序列 {p,(t) 一 致 收敛 于 天 
数 p( 轧 , 则 变换 后 的 函数 序列 
b= EE pg, 


*) 推广 的 1paBai0B 定理 车 在 区 域 TEL, WE€ (J 是 复 平 面 内 某 个 
区 域 或 一 条 曲线 ) 内 定义 的 复 通 数 p(T 们 满足 关于 两 个 变量 的 瑟 6lqer 条 件 
19(r 的 一 prb tw) | <hoLls -rt va)!], 
0 一 六 <1， 0 一 尺 委 1] 则 广义 Cauchy 型 积分 
_{ 2) 
Dt, u) = dv 


满足 不 等 式 
17. JT 7 1 -一 lhl 
[GCt, w) | <w Mot Oko, HT, up [gr,u)|,0 sap|, Iz-t1"1|ar} 


和 H6lder 条 件 
[Beh wt) — BE, 全 | < ORL it lu, 
这 里 由 是 小 于 pr 的 任意 正 数 ,C 是 仅 同 国 过 三 和 Hi 的 选择 有 关 的 正常 数 。 
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AON 


T—t 
+ A [t, t, pt)] (5.38) 
一 致 收敛 于 函数 峭 (办 ， 这 个 函数 由 (是 对 应 于 极限 机 数 2) 按 公 
式 (5.32) 确定 的 。 


事实 上 有 
hit) NRE 十 名 (的 ] 一 及 了 及 t,o]} 


+ Kt, 7s, Pn(T)] 一 KI[6 志 gr 人] ds 
一 


-| Klt,r,p(7)1— KEt, th oC0)] dr (5.39) 
L T—t | 
上 式 右 边 第 一 项 由 假设 显 见 , 当 p>9 时 , 它 一 致 地 收敛 于 零 。 第 
二 项 的 积分 记 为 I, 且 将 三 分 成 两 部 分 : 

T= 1+ 1, 
这 里 1 表示 五 上 以 点 二 为 中 心 ， 以 p 为 半径 的 简单 弧 段 , -1 表 
示 工 的 余下 部 分 。 于 是 , 对 任意 给 定 的 s>0 有 ”| 
| Kl rv, ps7)]— KI tb 2 区] ds 
4 


T—t 


万 6 . 
<h+h) | 二 < (5.40) 

只 要 工 的 长 度 足 够 地 小 ， 上 式 对 一 切 % 以 及 极限 情形 和 所 有 的 点 
1E 荆 成 立 , 因 之 ,对 每 个 "和 所 有 的 点 tE 工 , 有 | 屠 |< 可 86 对 于 
于 由 于 函数 mw(z) 一 致 收敛 于 函数 gw(z), 且 在 工 -上 , 有 17 一 
引 >>p。 所 以 , 在 按 上 述 要 求 选 定 1 的 长 度 后 ， 可 以 找到 这 样 的 正 
整数 W。 使 当 %> 了 ,时 ,对 每 个 点 经 五 有 
| Klt rv, p(T) KL v, 9(7)| gy 


T—t 


人 


ID iap [KE sn pKIb wo 
pp 1t,TED 

1 ; _p(r) | < 

< -lbsuplg,(r) p< 
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从 而 由 本 得 全 有 下 式 成 立 : 


15 < 二 | 下 spp 人 一 ?01< 生 ， (5.41) 
这 就 是 说 , 当 m 盖 人 。 时 ， . 
I (5.42) 


因 之 , 差 加 (的 一 消 坟 一 致 地 趋 于 零 , 变换 (5. 32) 是 连续 的 。 

以 上 结果 表明 , 对 变换 (5.82)，Arzela 定理 是 成 立 的 。 换 富 
之 , 变换 点 集 B' 是 相对 紧 的 5 于 是 应 用 Sehander 不 动 点 原理 , 集 
合 吾 内 至 少 有 一 个 函数 "(四 ， 对 于 充分 小 的 IX%|, 它 是 积分 方 
程 (5.28) 的 解 。 

这 样 一 来 , 就 证 明了 以 下 定理 成 立 

定理 5.2 车 给 定 复 函数 民 件 芭 人 它 定 义 在 区 域 (B,29) 
上 ， 且 满足 了 HH61der 条 件 (5.30)， 同 时 要 求 参数 入 适合 不 等 式 
《5.37), 则 第 二 类 非 线性 夺 异 积分 方程 (5.28) 在 满足 HH0lder 条 件 
《指数 为 1) 的 函数 类 中 至 少 有 一 个 解 。 


$ 3 应 用 逐次 逼近 法 研究 第 二 类 非 线性 
奇异 积分 方程 


设 有 第 二 类 奇异 积分 方程 
p90) -+|, 下 区 pr] bz, 9(7)] az， 《5.43y 


其 中 也 是 复 平面 上 有 限 丰 光 洒 的 也 不 相交 的 国道 的 全 体 和 是 参 
数 。 
假设 定义 在 区 域 
ti€EL, rEL, lul=|lt+inl<BR (8.44) 
上 的 三 个 复 变量 的 复 函 数 KC, Q， 4) 关于 变量 不 7、 满足 
Holder-Lipsohitz 条 件 ， 
[IEKG, T; 4) —K(t, T31 ui) | 

<R[|i t+ |z—71| ?+ [vmu|], (5.45} 
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愉 和 大 都 是 正常 数 ,0 天 /< st 
此 外 ,还 假设 中 和 到 分 别 是 下 的 实 部 各 炭 部 
KRG, 7, v= EK, v, 6 7 TRIVG, v, §, n), 
且 在 区 域 (5.44) 上 有 关于 & 和 ”的 偏 导 数 ， 这 些 偏 导数 也 满足 
Holder-Dipgchitz 条 件 ， | 
[Kt, vw, $m — KY, mr é, 1) | 
<EEt—t trl*t | -t+ | ~—nal], 
[KO v, 6 DD— KP, vy €1 mm)| 
SFE "+ [rv tlt |+1m—ml]。 
这 里 a 是 既 可 表示 实 部 也 可 表示 虚 部 的 记号 , 矿 >0 是 常数 。 
按照 逐次 逼近 法 , 借助 于 下 面 的 递 推 关系 式 
pa) =N EE GD ar (6.47) 


构造 复 画 数 的 对 近 序列 
polt), ra 人 有， 的 pnlt), "oo | | 
假设 零 次 近似 po() 是 定义 痊 荆 上 的 任意 复 画 数 ， 且 满 足 不 
等 式 


(5. 46) 


{pol | <B, |polt) —polt) |<KI—h |)’ 
上 式 中 的 忆 是 假设 (5.44) 中 出 现 的 正常 数 , 下 是 任意 固定 的 正常 
数 。 . 
这 时 完全 类 似 于 8 2 中 的 做 法 ,可 得 当 人 参数 入 充分 小 , 使 得 以 
下 不 等 式 
| RL+K)I+rMr <R, INMb(+E)O<K (5.48) 
成 立时 , 由 (5.47) 式 作出 的 择 近 序列 的 函数 p(t) 对 任何 % 恒 满足 
不 等 式 1 
LAG SL AGOREACID I GA (5.49) 
从 而 , 假设 45. 和 8) 对 于 证 明 由 (5.47) 式 作出 前 逼近 序列 的 存在 性 
是 充分 前 。 然 而 ， 为 证 明 它 的 收敛 性 就 不 够 了 ， 还 必须 进一步 假 
设 (5.46) 式 也 同时 成 立 。 
为 证 明 收 敛 性 , 考察 下 面 两 个 级 数 
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BS lg) -pO BH, [ph) —p.()], 
其 中 五 [( 有 )] 表 示 本 数 小 (的 H0Jder 系数 (指数 为 1), 即 


HCO sup La, 


对 于 给 定 的 函数 消 ( 蕉 ,五 东 人 的 ] 也 表 示 它 是 适合 以 下 的 责 5lder 
不 等 式 
| 的 一 下 的 | (5.°)) 
的 所 有 系数 中 的 最 小 的 。 
为 了 估计 逼近 序列 函数 的 关 pti 一 Pp。 及 其 再 6lqer 系数 ， 
首先 引进 下 面 的 引 理 . 
引 理 6.1 如 果实 变量 m 和 复 参 数 思 了 的 复 值 函 数 了 
91) 力 T) 定 义 在 区 域 
lE+onl<R, {EL, EL 
上 ， 它 具有 分 别 关于 之 和 7? 的 偏 导 数 ， 且 这 些 仿 导数 满足 HHOlder- 
JIipsebitz 条 件 . 
[fr le, 9 二 7) —felés, nu di, 71) | 
<h[llé-ét tlm tt | 1s—z 站 ， 
| f, (6, n, 7) 一 方 (人 1 1 ti) | 
<b{le ot tn ti 
其 中 左 是 正常 数 ,0 二 过 v1， 则 有 以 下 不 擎 式 成 立 ， 
fe, hb fm bE 
+ (FT—) F2lé, E, 1, Wh 4 Tv)o (5.52) 
其 中 了 I、 了 Fs 是 确定 在 区 域 
E+in| <R, 1E+I<R, tEL, rEL 
上 的 满足 以 下 Halder-Dipsehibz 条 件 的 复 函 数 ， 
[Falé, 6 1 hb 7 Palé’, €, 1 NH, t,o)| 
<b[e e+ ll+lm—7|+|7 一 | 
A 
证 明 由 引 理 的 假设 得 知 , 函数 .FS m4 的 两 个 任意 值 
.210， 


(5.51) 


之 差 可 用 以 下 积分 表示 : 
fCE, 及 ， 访 7) 一 ?7 办 7) 
-E-free(E 6), h #1 
tf PE 人 -用 二 lds (5.53) 


于 是 , 再 由 假设 (5.51) 即 可 得 本 引 理 的 结论 
现在 转 到 讨论 函数 之 差 Dr+1 — Pno 基于 公式 (5.47)， 它 又 可 
写成 


gua—p=h | Eds, (5.54) 

这 里 记号 
SC KL, spe] KL, 本 ma (55) 

置 KE[h v, Etim] =f (6, %, #3), 


Jr(z 一 上 十 河 oa(r) 一 二 十 的， 
这 时 , 按 引 理 6.1，65,(t, 7) 又 可 写成 以 下 的 有 形式， 
8 一 Re[gu(z) — p10) PE, Em th 4 2) 
+Im[p,(7) — p17)] Fa 人 ec ,m0, 入 直 7)，《〈5.56) 
其 中 函数 Fi 和 了 a 可 用 (5.53) 式 中 的 积分 表示 ， 且 满足 Hilder- 
Lipschitz 条 件 。 
注意 到 
Bt 5) — ot v1) 
= Re[g,(7) 一 po(zi) — pa-1(T) 
+ pai(T) I PE, 6 , bo) 
+ Re[g, (57D) 一 Prize 6, %, 1 1) 
— Fi(é, és, M1 2 t, 2)] 
+Im[g,(7) 一 po(zD — pn-1 (7) 
+ gu-1(71) Falé, 6 作 用 t, 7) 
+Im[g,(7) —p -1(T0) [Fs(é, &, 9, 6 四 
— Fo(é,, é, nN 1 t, 7)], 
所 以 , 按 假设 和 引 理 6.1 可 得 
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[B,C 友 一 3 和 wo) [<2H [gt) — pls — tl Mr 
+2W[|é 一 各 | 二 [一 和 | 十 | 一 吕 [ 十 | 分 一 生 | 
二 | 二 "二 |r 一 x1| ”2s0p|g, (0) — gi Ct) 1) 
又 注意 到 
IE—&|= [Relp,(7) —9,(0)] ISKIT 7),. 
|é1—é]1= |Re[gs-1(7) — 9n-1(71)] |<Klz—71|”, 
153~% [= |Im[g,(7) —p, 7)] |<KIz 7)", 
[7 -ml= [Im[p lo) — palr) [SK|IT— nl’, 
出 上 式 即 得 
[St, 2) —5,(t, Ti)| 
<{2H[g,0) ~p1 tI MET 24KR + DFsuplg(t) 
—gnz kd) |} [tt | "|r| 中。 
这 样 , 我 们 就 得 到 6,(t,，7) 的 Halder 系数 
HIS,ls WD]=, gop, th et | ，0< HU<zsL 
(8.57) 
适合 不 等 式 
HI[6,C, <2H [9,0) — p10)] MY 
+2(4K +1)ksupl pt) — ,1Ct)|, (5.58) 
其 中 履 # 是 表示 函数 9 入 sm 关于 志 的 偏 导 数 的 绝对 值 
的 全 体 的 上 界 , 好 是 出 现在 (5.46) 中 的 正常 数 。 
注意 到 假设 (5.45), 又 有 
sup [3,6 | hsuplgs(D) p11。 (5.59) 
于 是 ， 应 用 广义 Ipzaparoa 定理 于 Qanchy 型 积分 (5.54)， 可 
得 到 下 面 关 于 逐次 逼近 函数 的 差 的 两 个 人 性质, 


i) [gr1(D) —9, Ct) | =|X| | dr 
< ma 


AC -2 
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<IMH Gf lo-tlegl tala 8, 人， 
即 有 

Suplonti(t) —9al) | < slsuplod,lt, +O NINH (C8), 
关中 op 


i) [parilt) — pt) — pnt) + pt)| 
-|X|. J A Sh dr | (Ch, 71) dz 


oh 1 

< InoH le bil, 

因 之 有 Hi[pr(t) — p01 EON HD,), 

这 里 C 是 仅 依赖 于 力道 荆 的 正常 数 。 

再 应 用 定义 (5. 区 7) 和 不 等 式 (5.58)、(5.59), 最 后 得 到 
supl gr —p,(D | Sm lb spl lt) —9»-1D) | 

+O'IN 2M H [gp — gn-2(t)] 
+2(4K +1) bsap|9,(t) —pn-1(t) |] 


<|%| [mht20°(4K +1)b saplg(t) 一 Oo- 有 | 
十 2 和 SC 开 [o (的 一 Po-x 人 的] (5.60) 
H[glt)) — 9 DD] EO AMEH [9, (0 ,1())] 
+2(4K +1) bsup| gt) — pitt) |} 
<20(4K + llsaplg,() — p10) | 
+4|IAOMEH Ep, ~ po-1(t)]o (5.61) 
由 (5.60) 和 (5.61) 立即 可 知 , 当 参 数 入 的 绝对 值 足够 小 时 , 级 
数 (5.50) 是 收敛 的 , 并 且 第 一 个 级 数 还 是 (关于 芒 一 致 收敛 的 。 
若 以 常数 呈 表 示 
Po~max[nht+2(4K +1) (oo 和 2Me(0+0)], (5.62) 
出 有 册 
sap lpnr1(t) — ,lt) | 二 五 [ma 人 ~—9,(2)] 
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<IMP{suplg 0) ~p | + HLI9,(D ~ 0p-: (0 1}, 
(5.63) 
于 是 , 对 给 定 的 函数 及 (t zw), 只 要 参数 入 和 常数 YM 满 
足 不 等 式 
|] 了 一 

则 级 数 

Bfsuplga() pd) {+ HIposs(t) p(t)]} (5.64) 
收敛 , 从 而 级 数 (5.50) 也 是 收敛 的 。 显 然 , 一 致 收敛 的 级 数 

po 人 十 SY [gerald) 一 和 (的 ]， 


的 极限 函数 9 把 , 便 是 非 线性 奇异 积分 方程 (65.48) 的 解 。 
以 下 证 明 , 所 得 到 的 解 在 满足 Holder 条 件 (指数 为 几 ) 的 函数 
类 内 是 唯一 的 。 
天 上 设 各 分 方 (8.) 丰 在 员 一 个 和 9， 它 清和 人 
WACO ACEDID 
于 是 得 到 
TORTIOPE es ®, P(r) KI[t Tp)] dx, 


T—t 
完全 类 似 于 前 面 的 讨论 , 可 得 
Sup|g 一 则 十 吾 [p 一 和 科 j Ptsnpjg 一 四 十 豆 Fp 一 归 }。 
但 是 在 证 明 解 9 分 的 存在 性 时 , 已 假设 了 |X|P< 二 因 之 必 有 
sapj9 一 风土 五 [8 一 妆 一 0， 
从 而 即 有 LAL AE 


§ 4 广义 Riemann 边 值 问题 


作为 上 述 几 节 中 琳 异 积分 方程 理论 前 应 用 ， 我 们 考察 下 而 所 
述 边 值 问题 的 求解 ， 

设 给 定 一 组 光滑 互 不 相交 的 闭 围 道 J， 工 ，JLa，…，Lm, 其 中 
工 ， 工 ，…，Lw 都 包含 在 To 的 内 部 , 它们 围 成 有 界 连通 区 域 D'。 
a2t4。 


记 L=LotDt Lt + Ln, 
也 + 十 也 关于 全 平面 的 补 集 记 为 D-( 见 第 二 章 的 图 2.4)。 认 为 点 
z 一 0 位 于 区 域 D+ 内 。 | 
考虑 如 下 的 边 值 问题 : 求 2 个 函数 
(2), az),，…, Dsl2) 《PP 之 1 是 整数 ) . | 
构成 的 函数 组 , 它们 是 D+， D5，Dr，…，Da 上 的 分 块 解析 函数 ， 
其 边界 值 6 ，Ba (Ca 一 4，2,，…, Pp) 在 每 个 点 tiE 工 满足 由 p 
个 关系 式 组 成 的 边界 值 条 件 
有 (办 一 Go 人 (十 Be Bt), », Dy (Db, 
于 从， BFC, (5.65) 
其 中 Go 和 Falt, Ur £7, ao wp) 都 是 给 定 的 复 函 数 ， 
并 假设 它们 满足 . 
i) 复 函 数 Ge( 轨 定义 在 荆 上 且 满 足 HSlder 条 件 : 
[G60 — GD) <kolt—til®, 0<p<1, (5.66) 
而 且 在 荆 上 Ge( 轨 处 处 不 等 于 零 , 其 中 ha 是 正常 数 。 
这 确定 在 区 域 
1€EL, lu,l<R (Y=1, 2, .…, 27) (5.67) 
(BR>0 常数 ) 上 的 函数 了 st, ww …, vo, aorb …， us) 满足 Hblder- 
Lipsehilz 条 件 ; 


Fol, U1 Up Up+1, “°°, Uep) 
— Falt’, 四 | 
2p 。 
<hr [tot |r+ Dw —wl], (5.68) 
731 . 
其 中 好 >0 是 常数 。 


关于 寻求 分 块 解析 函数 组 {Es(z)} (a 一 1，2,，…, Pp) 适合 非 线 
性 边界 值 条 件 (5.65) 的 边 值 问题 称 为 广义 Riemann 边 值 问题 。 
按照 前 面 讨论 线性 Riemann 边 值 问题 得 到 的 结果 , 显然 ,如 
打 广 义 Riemann 边 值 问题 (5.65) 的 解 1(2)，®2a(2)，…*， SD,(%) 
存在 , 则 它 必 满足 关系 式 . 
25.. 


2 (g) -了 < -| Ze[r ee dr 


二 了 (5.69) 

{2z€EDi+D-, w=1，2,…, jp), 其 中 “| 
Py = BF pyrsld) = =B7() (7=1, 2, p) 
分 别 表 示 钙 s(z) (a 一 14，2,…, 9) 的 内 外 边界 值 ， 我 们 假设 它们 满 
足 H6lder 条 件 ; Pe(2 是 适当 选 到 的 整 函数 ; 函数 也。 多 是 齐 次 
Riemann 边 值 问题 
Zi) =Gt) XI), tEL 

的 基本 解 , 它 可 由 下 趟 给 出 ， 

. Tz!(z)exp Tal2), ¢E D1, 

ls) = | i re ¢€D-, 
式 中 xa 是 对 应 于 函数 Ga 人 的 边 值 问题 的 指标 ; 


Wd 


1 
aa 一 PIMP NM” Br [argG'a Ct) J 


=0 


(5.70) 


而 
Tom) ee ‘(san)"™, 
Ts) = | Ed, (5.71) 
GQ 四 Tre, (Wo 人 
其 中 0 是 在 区 域 Dj (I 一 1，2,…, 9) 内 揭 任 意 固定 点 。 

在 式 45.69) 中 , 令 点 % 趋 近 于 三 上 的 任意 点 记 则 按 CoxomRg 站 
-Plemelj 公式 ， 可 以 得 出 边界 值 函数 oOx(b)， “0°) gp(d), OF 
“…，gsp( 四 满足 奇异 积分 方程 组 

Gat)—APalt pit), °, pop(t)) + falt) 
流放 Pa*[s, 7, Ds Per dz (@=1, 2,.. ,2p)， 
(5.72) 
其 中 函数 了 2 了 Bf 是 定义 在 区 域 (5. 67) 内 ， 并 分 别 由 下 列 各 
式 所 确定 ， 
-Be 


Flt, U1 '"*) Wap) 


户 Fae, Wi V2p)) a=1, 2, 人 


1 区- 《503) 
3 广 2 Peo-plt, Uy “eo zap)， 


a=Pp+1, .…, 2po 


P(t, T, Ui Wey) 
| am U1 '**y try) a=1, 2, 0 
二 和 Fa- ov tr， “5 tsp)， 一 少 十 汪 四 22; 
(5.74) 
Zit Plt), o=1, 2 ., ps 
fe) = {ps0 a 一 0 十 1 .…, 2p。 (5.75) 
竹 公 式 (5.70) 可 以 知道 , 函数 了 2 满足 Hlder 条 件 

|Z#(C0) — T(t) [<hrlt—tl’, | (5.76) 

其 中 hzx 是 给 定 的 正常 数 , 此 外 , 还 存在 正常 数 g 和 站, 使 得 
| 0<g< | | <S, (5.77) 


现在 把 积分 方程 组 (5.72) 中 的 函数 12)， P22 …， gap() 
视 为 定义 在 区 域 i€ 工 上 的 未 知 函数 ， 函数 Pelz) 是 任意 取 定 的 整 
通 数 , 应 用 Sehauder 拓扑 方 法 讨论 非 线 作 奇异 积分 方 各 组 (57?) 
的 解 的 存在 性 。 
考虑 由 所 有 复 的 连续 函数 组 U = {pl0), …， 2p()} 组 成 的 
函数 空间 4, 点 口 的 模 定义 为 
D1= Ssuplpa() 
任意 两 个 点 | 
U= {910), 机 pss(t)}, V={g), 机 go Ct)} 
的 和 由 以 下 公式 给 定 : 
UT+V ={90) + 9 (0), *, Paplt) + gar(t)}s 
点 U 同 实数 和 的 乘积 为 
U= Mp), ,Mpeplt)}; 
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任意 两 个 点 口 和 六 之 间 的 距离 定义 为 
3(D, 7)=I0-V]l。 
于 是 , 4 是 一 个 Banach 空间 。 
现在 , 在 这 个 空间 中 考虑 满足 下 列 不 等 式 
lpa lt) |<B, 
| pa — Palti) | <K|t—tl? (a=1, 2, "0°, 2p) 
的 所 有 点 口 = {g(t)，…，9zp( 引 ) 的 集合 如 ,其 中 BR，p 是 在 假设 
《5.66)、(5.67) 中 出 现 的 正常 数 , K 是 任意 固定 的 正 系数 。 
集合 召 是 闭 的 ， 因 为 满足 条 件 (5.78) 的 每 个 点 序列 前 极限 点 
也 必然 满足 这 个 条 件 , 即 它 也 属于 集合 恕 。 
集合 召 也 是 凸 的 , 因为 对 集合 召 中 所 有 满足 条 件 (5.78) 的 
任意 两 点 吕 .V ,联结 点 口 和 VV 的 直线 段 7U 十 (4 一念 普 (0<7< 
1) 上 的 所 有 的 点 也 都 属于 这 个 集合 加 。 
考察 形 如 (5.72) 的 方程 组 , 借助 于 关系 式 
LARLY EAR OA 
二 人 7 Ges)] gy (5.79) 


T—t 


(5.78) 


(@=1, 2, »…, 22)， 
就 能 把 集合 召 中 的 每 个 点 {pa(b，…，9zp( 扩 } 变 换 到 空间 4 中 的 
某 个 点 {Vi(2)，…， 由 sp()}。 现 在 我 们 要 寻求 这 样 的 必要 条 件 , 使 
得 每 个 变换 后 的 点 { 业 ( 引 ，…， 由 :5( 引 } 也 属于 集合 恕 。 
为 此 , 我 们 把 关系 式 (5.79) 中 的 积分 部 分 写成 
| Fe [t, v, pi(v), *, Pap(7)] ds 
L T—t - 
=—miPe[t t Pit), »*, 2plt)] 
+| ,于 皮 v. P17), 7 Pont)] 


Tv—t 


OO jn。 (5.80) 


TT—t 
按照 公式 (5.74) 和 不 等 式 (5.66)、(5.68)、(5.76)、(5.77), 可 以 得 
到 - 


2]8。 


[Fe[t, 也 pi(7), 机 paz(7)] — Po Ls, 办 p1(t), 的 pap(t)] | 
El 


S 页 FryMr|lt—v|* 
mq 


+ 


< 9 GPK +1) Fhe Ma lel, 


因此 , 对 积分 (5. 有 各 工交 入 放下 
Pelt, vt, PT), 2 * Pap(T)] dz 


< [hyg (2ph1 DDIM, (2rg + hxD)], (5.81) 


其 中 D=sup J Mr=sup| Fe|。 


利用 估计 式 (5.81)， 又 可 得 出 经 变换 后 的 点 的 分 量 (5.79) 满 
. 足 不 等 式 


AGI A gr [rg (2pK +1)D 
Mg hzD)] + MpS, (5.82) 
其 中 Mp=sup| Palt) |。 注意 到 Cauohy 型 积分 
2(z) dz, 


各 (2) 一 Dm Jr Tg 


落 复 函 数 mp(z) 在 荆 上 满足 Hilder 条 件 
lp) -9 | <hr—m)* 《0<N<1)， 
则 由 Plemelj-TIpxsazos 定理 ， 可 得 知 沙 (2) 在 荆 上 每 个 点 处 的 
内外 边界 值 四 () 也 满足 了 6lder 条 件 
[pO —p C0) [< Rholi—thl’, 

其 中 信 是 与 函数 %(0) 无 关 而 仅 与 围 道 荆 有 关 的 正常 数 。 

Cauchy 型 积分 由 (z) 在 弧 荆 上 的 值 由 (四 又 可 通过 它 的 内 外 极 
报 值 而 得 到 , 即 有 


PO-Br| r+], 


27r0 
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应 用 上 述 结论 ， 可 以 推 得 由 式 (5.79) 决 定 的 (加 满足 下 列 
Holder 条 件 . 
al) 一 友人 | < (MphztBhp) | 一 丰 | 
+ [hrg(r + Ras) (2pK +1) 
+ (9bxt KR)Mp+2brbrD] {tt ls, (5.83) 
其 中 加 表示 下 列 不 等 式 的 H6lder 系数 
AGP YAGI SII (5.84) 
因此 ， 当 参数 入 的 绝对 值 和 正常 数 用 pkp 都 充分 小 ,使 得 以 
下 不 等 
过 


[krDa (2pK +1) + My(2rg +hzD)] + MpS<R, 


| 本 gs S_ [pyg(n + Rg’) (2pK -+1)+ (2mbr+R)Mr+2hrkrD] 


+ (Mohz+Ape)<K (5.85) 
成 立 , 则 变换 (5.79) 将 使 集合 吾 中 的 点 映像 到 集合 召 内 。 

此 外 ,类似 于 $2 中 的 讨论 ， 能 够 证 明 由 关系 式 (5.79) 确 定 的 
变换 在 空间 4 中 是 连续 的 。 

最 后 , 又 由 不 等 式 (5.82) 和 (5， 83) 知 道 ， 如 人 专 是 一 致 有 界 和 
同等 连续 的 ， 因 之 ， 根 据 Arzéla 定理 ， 由 集合 妃 到 如 内 的 变换 
(5.79) 是 相对 紧 的 。 进 而 ， 又 根据 Schauder 不 动 点 原理， 变换 
《5.79) 至 少 有 一 个 不 动 点 {91C)，…，92pG)}, 即 非 线 性 奇异 积分 
方程 组 (5.72) 至 少 有 一 个 解 ， 且 解 的 分 量 oz 人 (ge 一 4，…，2p) 都 
满足 HH6lder 条 件 ， | 

再 将 { 俏 从 ，…，95 的 } 代 入 式 (5.69), 得 到 一 组 分 块 解析 函 
数 B12)，B2(2)，…，p(), 它 是 所 求 广义 Riemann 边 值 问题 的 
解 。 

这 样 , 我 们 就 得 到 以 下 定理 . - 

定理 5.3 车 给 定 的 函数 Gu( 有 四、 古人 Wan) 满足 条 件 
(5.66) 和 (5.68), 且 参数 入 的 绝对 值 和 常数 及 p、kp 都 充分 小 , 使 
得 不 等 式 (6.85) 成 主 , 则 至 少 存 在 一 个 函数 组 1(s)， 儿 2(%)，，… 
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沪 ， 、 宕 们 在 区 域 DP+，JDrx， ，Da 内 分 块 解析 ， 其 边界 信 
洲 足 边界 住 条件 (5.65)。 

对 积分 方程 组 (5.72), 也 可 参照 § 3 的 讨论 ,应 用 逐次 逼近 法 
求解 。 

可 以 在 更 广泛 的 函数 类 内 讨论 本 节 所 述 的 广义 Riemann 边 
值 问题 和 Riemann 型 边 值 问题 , 也 可 在 其 它 函 数 类 内 讨论 相应 的 
非 线性 边 值 问题 ,| 例如 请 参阅 论文 [9]、[10]、[26]、[27]、[23]、 
[46]、[64] 等 。 


$5 广义 Riemann-Hilbert 边 值 问题 


寻求 复 函 数 
D2 =u, D+iv(s, y) (2=w+éy), 
它 在 单位 圆 D+(|z|<1) 内 解析 , 在 闭 加 D+ 十 工 上 连续 , 且 在 
兽 周 (|z| =1) 的 每 一 点 处 满足 非 线性 边界 值 条 件 ; 
Role) +2 (DGD}= =a)u(t) — 5 v0) 
一 入 及 人 ult), v(t)], (5.86) 
这 里 4() 和 wv( 台 分 别 表示 函数 各 (z) 的 实 部 和 感 部 的 边界 值 。 
给 定 的 实 函 数 &a(t) 和 5() 皆 定义 在 圆周 工 上 ， 实 函数 了 ( 
4 2) 定义 在 域 
i€L, lvl<BR, lIv| «<BR (5.87) 
上 , 这 里 已 是 给 定 的 正常 数 , 和 是 实 参数 。 
上 述 解析 函数 的 边 值 问题 (5.86) 称 为 广义 Riemann-Hilbert 
边 值 问题 ,下 面 采 用 H. 了 . Mycxerammpzax 的 研究 方法 来 讨论 这 一 
非 线性 边 值 问题 的 求解 。 这 种 研究 方法 在 第 二 章 中 已 经 叙述 过 。 
. 这 个 边 值 问题 可 推广 到 2 个 函数 组 的 情形 ， 即 寻求 2 个 在 圆 
D!* 内 解析 的 复 函 数 ,Gs) 一 ww 9) 十 vy(z 人 (= 2 
2), 它们 可 连续 到 边界 三 上 ， 且 在 圆周 也 的 每 个 点 二 上 满足 2 个 
关系 式 
LAOL CO AOLACOR tA Uy) Up V1 Dp) (6.88) 
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7=1, 2，…，2， 
其 中 心力 和 2 的 分 别 玫 示 函数 多 (2) 的 实 部 和 虚 部 的 边界 值 ， 
而 o 护 ，27 引 和 也， 都 是 给 定 的 函数 ,和 % 是 参数 。 上 列 边 值 问题 
(5.86) 是 这 里 所 述 的 边 值 问题 (5.88) 当 2=1 的 特殊 情形 。 
假设 给 定 在 圆周 工 上 的 实 函 数 m( 人 和 zu 都 满足 H5lder 
条 件 
joy 的 ~ ay(t) | <Bli—il’, 
9,2) ~ 02h) | <b’, 
其 中 4>0 是 常数 , 0<<h<<1; 且 存 工 上 每 点 志恒 有 
[oye) J+ [B10) 10 (Yl, 2, «(5.90) 
又 设 给 定 的 关于 复 变 量 1 和 实 变 量 思 ，…， wp， 21,，…， V9 的 
实 函 数 耳 ,(#， wy，…，Yp，V1,，…，Vp) 定义 在 区 域 
tiEL, ~ RE<ww<R, ~ RE<vER(a=1, 2 1, ») (5.91) 
上 ， 且 关 于 变量 了 和 wy ……， co 01,…, V9 满足 Hélder-Lipsehitz 
条 件 
1FyG, Uy Wo V1 Vp) — Fy’, Ul, wh, vi 人) 


< 和 [|t- 引 十 宫 he- 他 全 加 lw- 必 8 (5.92) 


其 中 by 是 正常 数 。 
条 件 (5.88) 等 价 于 下 面 形式 的 条 件 : 
CAOERAONLAAOE SNOOP NO 
OE OE FO) 


(5.89) 


一 2 刀 )| ; 


2% 7 2% 
(Y=1, 2 pp »), i€EL, 
其 中 Bs (2) 表示 圆 域 Dt 内 的 函数 (2) 在 圆周 石上 的 边界 值 。 
引进 关于 函数 .Cz) 的 补苗 数 B42), 它 定义 在 圆 Dt 外 的 区 
域 D" 内 , 由 下 式 给 定 ; 
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时 一 钳 (0) Se (5.93) 


本 (四 = -m3), ‘ED- (c=1, 2 1 Pp (5.09) 


于 是 , 边界 信条 件 (5.93) 又 可 写成 
CAORAAON AORA LAO 
Eb + 的 二 于 的， i 罗拉 二 Co 区， 
HH) @ 的- 0] 
22 ”7 
(Y=1, 2 .…, p). 1EL,, {5.95) 
其 中 吕 -(i) 表 示 确 定 在 区 域 D- 内 的 函数 Bz) 的 边界 值 。 

这 就 是 说 , 我 们 把 广义 Riemann-Hilpert 边 值 间 题 (5.88) 胃 
销 为 广义 Riemann 边 佳 问题 (5.95) 来 研究 了 ， 即 归结 为 求 分 块 
解析 函数 组 [Ba(s)， 2(z)] (a 一 1，2, …, 切 ， 它 们 在 无 穷 远 处 有 
界 , 且 满足 条 件 (5.94) 和 边界 值 条 件 (5.95) 。 


齐 次 Riemann 边 值 问题 
{ay TIE + [oD DID 人 的 一 0 
(7=1, 2, ») 


的 指标 %, my，… ws 为 Riemann-Hilbert 边 值 问题 (5.88) 的 并 
. 标 。 这 些 数 xy(7=1, 2, "0°) 思 ) 由 下 式 确定 ， 


“= {in[ey(t) -és {argler() —iby (0) J}s 


(Y=1, 2, ，…, p), 
.它们 是 偶数 或 者 等 于 零 。 
现在 考察 所 有 指标 都 是 非 负 的 情形 


根据 线性 Riemann-Hilbert 边 值 问题 的 理论 , 在 圆 D+ 内 解 
析 的 函数 组 .Cz)，…，@Bs《z) ,车 它们 的 边界 值 好 提 ,名 (0 满足 
关系 式 (5.93) 和 了 alder 条 件 , 则 它们 在 国 D+ 内 每 一 点 2 可 以 表 
成 

By(2) = 全, [zs {TH}] + 多 ?Ys {G4}] + 全 y(#) Py(z) (5.96) 

. 7=1, 2 pp Py 
湛 中 
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十 和 Ly(z) F,[ ,B+ (7), 3 (7)] 
D,[, ON adr, 


《5.97) 
Do, 6] = ar 


ap. AOTCES 


Bls, D+ (v7), G+ (7)] 
-| 和 人 oz | (5.98) 


而 
Fr, Wi 0, Wp) = [ay 7) FiO (7) 1 . 
Wt Wet WW We) 
OR™®, ¢ED!, 
vy) = {gr gerr®, gE Do 


1 加 ,人 . 7 y(t) 一 by #) 
Ho- 人- 向 的] 


PO ECO 


(5.99) 
OO 一 erior/a， py = 去 | 9, Gem) ab, 
Py(2) = OP +O e+. OF 
这 里 的 O” 是 满足 以 下 等 式 
OPW-OR®D (a=0, 1 xy) (5.100) 
的 适当 选取 的 常数 。 


复 变量 7 和 wa=vs 十 va(m 一 1，2,…, PD) 的 孙 数 信 是 定义 

在 区 域 
TELD, lval<B, |vl<R (a=i1, 2,..., p) 

内 的 。 

反之 ， 每 一 个 在 圆 域 D+ 内 解析 的 函数 组 (2),，…，,(%) 
在 泗 周 荆 上 的 边界 值 于 (为 ，… 2 的 ) 都 满足 HH61der 条 件 号 满 
足 方程 组 (5.96), 其 中 已)( 急 是 系数 满足 条 件 (5.100) 的 多 项 式 ， 
则 它们 在 贺 周 上 卫 上 的 每 个 点 尼 满 足 边界 值 条 件 (5.93) 。 

因为 积分 (5.97)、(5.98) 对 区 域 九 - 内 的 每 个 点 z 也 是 有 意 
义 的 ,所 以 函数 组 B1(%), …， Bp(z) 也 在 区 域 忆 - 内 有 意义 , 这 就 
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是 说 , 绝 示 式 (5.96) 在 区 域 D+ 十 D- 内 是 正确 的 。 

注意 到 积分 (5.97)、 (5.98) . (5.99) 的 性 质 ， 我 们 可 推 得 在 
D++DD- 内 分 志 解 析 西 数 多,( 轩 和 其 相 联系 的 西数 23:) 是 全 
等 的 , 即 有 | 


Dl) = Be) =B,(F) sED*+D-, (5.101) 


(Y=1, 2 2)。 
由 上 可 知 , 满足 (5. 86) 的 函数 多. 人 的 内 外 边界 信 琵 信和 
Le 人 是 由 天 
Bi) = BH), tEL a=1, 2, ,Pp (5.102) 


相 联 系 的 。 
引进 记号 | 
alt) = Bt (t) (a= 1, 2, », Pp), (5.103) 
应 用 已 知 的 Coxorgnii-Plemeli 公 式 于 式 (5.97)、(5.98) 中 的 
Cauchy 型 积分 , 我 们 得 到 函数 函数 组 (5.103) 在 圆周 三 上 满足 非 
线性 奇异 积分 方程 组 
py(t) —\F, Ls, gi(t), 7 .1(t)] : 
1 dr 
tTXIEPYE) (Y=1, 2 p), (5.104) 
其 中 奇异 积分 理解 为 Qauchy 主 值 。 | : 
现在 , 我 们 将 方程 组 (5.104) 中 的 函数 p1(),，…, pp() 看 作 是 
未 知 的 , 而 来 讨论 这 个 方程 组 (5.104) 的 解 的 存在 性 ， 其 中 Py() 
是 带 有 任意 系数 OP (OP 满足 条 件 (5.180) ) 的 多 项 式 。 
如 同 前 面 所 做 的 那样 ， 应 用 Sehander 不 动 点 原理 , 可 以 证 明 
当 入 充分 小 时 , 方程 组 (5.104) 至 少 有 一 个 解 ， 也 就 是 说 ， 当 选取 . 
1 使 得 下 列 不 等 式 成 立 . 
[| [orMr-t oi pK)E] < BR- Rs 
Isl[esNrt+e dd tpEKR)Fr EK-—H 
时 , 方程 组 (5.104) 至 少 有 一 个 解 , 这 里 KK 是 函数 ou 为 的 任意 选 : 
。225 。 


(5.105) 


取 的 豆 5lder 系数 ， 
we 一 pa 人 的 1 生 民 于 一 在 | (=1, 2 0); 
丈夫 示 函 数 互 y(O)Py 人 的 的 'HEilder 系 获 “* 
[区 PP 一 ZF)P, GI<HIt 0 
CFb2 Ps 
而 z= sup | Fi, Ri= gup| 玉 + :的 三 人 cl、 0、 cs、 C4 是 仅 依 蔗 
于 函数 @)(2) 570) (Y= 2 了) 的 正常 数 。f 假设 多 项 式 了 ， (2) 
-中 的 系数 O89 充分 小 , 使 之 满 是 “ 
Ri<R, H<K, 0 
自然 ， 我 们 也 可 以 利用 所 选取 的 参数 下 > 互 的 任意 性 ， 使 得 
-参数 入 的 范围 尽 可 能 地 大 。 

把 所 得 到 的 积分 方程 组 (5.104) 的 解 oz (的 ，… ,ps( 引 代入 公 
: 式 | 四 
OP 志 | Pls, pi(r); 1 pe)] dr 

十 脏 y(e) Py(2) (Y=1, 2 po Pp)) (5 .106) 
:得 到 函数 组 5B1(z)，…，FBslz), 它们 在 圆 域 D+ 内 解析 ， 且 是 边 值 
间 题 (5.88) 的 解 。 . 
事实 上 ， 由 积分 方程 组 (5.104)， 函 数组 (6.106) 具有 性 质 
(5.101), 再 利用 Coxorgzii-Plemelj 公式 , 由 式 (5.106) 作 出 的 确 
定 在 域 D+D- 门 的 函数 到 (2 (7=1 2 …， 2) 的 边界 值 满足 
:等 式 
AC AOF 
ON 
这 样 , 函数 组 (5.106) 和 它们 的 边界 值 (5.107) 满 足 方程 组 (5.96)。 
进而 得 出 函数 组 (5.106) 在 圆周 工 上 满足 边界 值 条 件 (5.93) 或 者 
(5.88)。 
从 而 有 以 下 定理 . 
定理 5. 和 4 若 给 定 的 函数 4y( 引 、 0y(t) 和 了 ,满足 条 件 (5.89)、 
《5.90) 和 (5.92), 并 且 不 等 式 (5. 105) 满 足 , 又 设 所 有 的 指标 xyCY 
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i€ L(Y=1, 2, »，, 2 (5.107) 


” 一]，2, …', Pp) 都 是 非 负 的 , 则 存在 着 西数 组 Bi1(2)，…，$g(2)， 
们 在 圆 域 D! 内 解析 ,由 式 (5.106) 给 出 ， 且 其 边界 值 遇 ( 
Vy(t) 十 07y(t) (7 一 1，2,，…, 2) 在 圆周 卫 上 的 每 点 专 满足 给 定 的 
方程 组 (5.88)。 

现 再 考虑 边 值 问题 的 指标 加 ，…，xs 不 全 是 正 或 零 的 情形 , 这 . 
时 , 问题 可 能 没有 解 。 

假设 指 标 H1) KH2y “Mg 中 的 xa,， Maoay Ka,(T >1) 都 是 负 
的 ， 即 Xa,< —2(7=1, 2, “0 7) ,余下 的 指标 HB KB xes(T 十 
8 一 0) 是 正 的 或 是 零 。 

基于 先前 导出 的 Riemann-Hilbert 边 值 问题 的 理论 , 可 以 断 
言 , 如 果 原 先 给 定 的 边 值 问题 存在 一 个 解 [5 G2),，…，Bplz)]， 则 . 
它 可 甫 为 


入 Ze[r pa(r)， po(z)] ， 
G。 (g) 一 元 7 工人 | LT) 


1 co 


-人 1 4getliy -el _ 
Bs(g) = 270 alg) 四 ZX (5.108) 


Xe [r，9xkz， +*, pov) dr al) Pals) 
(go 09, *, of B=B1, Ba …, B), 
其 中 道 数 组 pi(r)，…，9s(z) 是 下 列 奇异 积分 方程 组 
palt) — Abs P16), 1 Pot)] 


入 十 F,[s, 91(7), “°° pr(T)] 
t+ 坟 X2O|, Xi(7) (st) 


elt) =—NPalt, pilt), %, pelt)] 


Ny of Cptiv-m 1) 
Tan TH), HD 


x Boly, p17), 1 polT) dst XE Poel) 
(@= yy. Qa 0 B=B, Bs, …, B) 
的 某 个 解 (但 不 是 它 的 任 一 解 ! ) 。 
完全 类 似 于 对 方程 组 (5.104) 的 讨论 那样 ， 可 得 知 方程 组 
《5.109) 存 在 着 解 [p: (人 ，…，p (的 ]， 只 要 假设 参数 和 和 多 项 式 
Ps(t) 的 系数 都 是 充分 小 ,车 将 积分 方程 组 (5.109) 的 带 有 适合 条 
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(5.109) 


件 (5.100) 的 任意 系数 的 多 项 式 Pelt) 所 对 应 的 解 [px( 放 ; …， 
fs5( 四 代入 公式 (5.108), 则 又 得 到 于 数组 i(z),…， Tp(z), 它们 
在 圆 域 D+ 内 解析 , 但 它 适 常 不 是 原先 边 位 问题 (5.88) 的 种 ,也 六 
是 说 , 还 要 求 它 满足 这 样 的 充分 和 必要 条 件 ， 即 由 式 (5， 108) 给 出 
的 积分 B4(z) 在 无 穷 远 点 应 是 有 界 的 。 
这 样 , 就 得 下 面 的 结果 : 
定理 各 .5 如 果 边 值 问 题 (5.88) 的 所 有 指标 不 全 为 正 或 是 
替 , 即 有 
Kay —2(7=1, 2 .…, 7); 
Xe,>0(7=1, 2 ，…， Pp—r7)o 
则 非 线性 边 值 问题 (5.88) 有 解 1(z)，Bs(2)，…，Ds(z) 的 充分 和 
-必要 条 件 是 ， 至 少 存 在 奇异 积 分 方程 各 (5 109) 的 这 样 一 个 解 
918), 9a), *…, ppt)]) 它 满足 下 列 诸 等 式 ， 


ha=0, 1, 2 0， 一 xzo 一 2 wa 一 oa，oo，…，oy。 
得 这 些 等 式 (5.110) 满 足 时 , 边 值 问题 的 解 $1(2) ,$a(2)，…, D(z) 
由 公式 (5.108) 确定。 

在 更 广泛 的 函数 类 内 也 可 讨论 这 里 所 说 的 广义 Riemann- 
-Hilbert 边 值 问题 的 求解 ， 还 可 在 其 它 函 数 类 内 研究 非 线性 
Riemann-Hilbert 边 值 间 题 。 对 此 感 兴趣 的 读者 ， 请 参阅 专车 
{17]、[16] 和 论文 [21]. [26].、 [29].、 [46]、 [47].、 [48]、[50]. [57]、 
:[60]、[6 和 等 等 。 | 


46 广义 Poincaré 问题 


寻求 一 个 实 函数 wz 儿 ), 它 在 某 个 区 域 D 内 调和 , 在 此 区 域 
欧 边 界 工 上 满足 给 定 的 关系 ; 


du uel 区 
到 +a(9u- 了 (s 7 至 )。 (5.111) 


其 中 到 表示 函数 以 在 边界 荆 上 的 法 向 导数 ,- 字 表示 切 向 导数 。 


:是 曲线 石上 从 菜 定点 开始 计算 的 弧 的 长 度 。 

上 述 边 值 问题 (5.111) 称 为 广义 Poinoar6 边 值 问题 。 

假定 

1) 五 是 在 每 点 有 连续 切线 的 Jordan 闭 曲 线 , 在 它 上 面 任意 
两 点 (S) 和 (sj) 的 切线 之 间 的 夹 角 5 满足 不 等 式 


[58s,| <ejs—sil” (0<7<1)。, (5.112) 
2) 三 个 实 变量 的 函数 了 了 (s, w，2) 定 义 在 闭 域 
(EL, lvl<R, |vl<Rs (5-.113) 


上 ， 它 关于 变量 s 和 4 满足 吾 6ldor 条 件 ， 而 关于 变量 4 满足 . 
Lipsehitz 条 件 ， 
[三 (s， 煞 4) 一 下 (Sb Wl, v1)| 


‘<hr[|s—s|+ |u—ulst+|v—vl]o (5.114) 
3) 函数 <(@) 定 义 在 卫 上 且 满 足 H5lder 条 件 . 
efs) —a(s) [和 加 |s 一 s|“。 (5.115) 


其 中 C, Rh, Rs, bp 和 pu 都 是 正常 数 ， 而 这 些 Hoélder 指数 a.B 各. 
7 适合 不 等 式 
a<B<1, ae<7<1, (5.116) 
为 了 求解 这 一 边 值 问题 , 我 们 把 未 知 通 数 w(4) 表示 成 单 层 对 
数位 势 


u(A)= J as 到 (ayda， (5.117) 
其 中 wlo) 是 未 知 的 实 密度 。 
假设 Ka) 满足 了 older 条 件 , 则 有 
(人 至 ) -= -闻名 上 | 下 Singm (gdo, (5.118) 


(J ee 
这 里 pwo 表示 连结 围 道上 的 两 点 6s) 和 (0) 的 辐 量 同上 局 Gs) 
处 的 切线 正方 向 之 闻 的 夹 角 ，7s 表示 荆 上 的 两 点 (s) 和 (o) 的 距 
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离 。 我 们 知道 , 当 "ao 一 0 时 , (5.118) 的 第 一 个 积分 是 弱 奇 性 的 , 第 
.二 个 积分 是 奇 性 的 , 因 之 取 其 Cauehy 主 值 。 把 表达 式 (5.118) 代 
入 边界 值 条 件 (5.111) 中 ， 就 得 到 下 列 的 关于 未 知 实 函 数 p(s) 的 
-积分 方程 


-mr 人 +| SP nlo)do+aG)| log pCo)do 


-了 [sa 过 wa) do, ,2 wo)dc | 
(5.119) 
这 是 一 个 非 线 性 奇异 积分 方程 , 在 上 述 的 假定 2)、3) 之 下 ,应 
用 经 典 方法 一 般 不 能 解 , 但 若 用 Sohauder 拓扑 方法 , 则 能 够 求解 。 
首先 阐述 两 个 引 理 . 
引 理 5.1 落 定 义 在 荆 上 的 实 函 数 JL(S) 满 足 耳 昌 der 条 件 
A DI 
:而 转 道 工 满足 上 面 的 假定 1), 0 过 a 之 7Y<1, 则 奇异 积分 
$9) 一 | se (cyadc 
满足 不 等 式 [8B(8) | 一 oa 二 es 天 
-和 互 60ldqer 条 件 
‘|B (9 —B(s) 1 < CesM,toR)|s— sl®, 
.其 中 61、.6s.Cs 和 04 是 不 依赖 于 水 数 Ha) 的 正常 数 ， 
Me=sup|uts)|。 
引 理 5.2 落实 函数 Rs) 是 有 界 可 积 的 , 则 积分 


wx(s) 一 [gE wo) ado, 


Ja(s) -| .2 pao 
满足 不 等 式 (73) | < gM,, [7a() |< gM 
和 Hlder 条 件 

|JaGs) — TiCs) [< M,|s—sl®, 
17a(8) —Jals) | < qaM ,ls—s1|™, 
-330 。 


这 里 M,—suplp(s)|,0 和 由 是 小 于 工 的 任意 正常 数 ，01、.9a.g1 和 


8 是 不 依赖 于 (8) 的 正常 数 。 

以 上 两 个 引 理 的 证 明 可 参阅 书 [81], 这 里 从 略 。 

基于 这 些 引 理 ， 我 们 可 以 转向 讨论 非 线 性 奇异 积分 方程 
(5.119)。 为 应 用 Schauder 拓扑 方法 , 我 们 引进 空间 4, 它 是 由 所 
有 定义 在 工 上 的 连续 实 函 数组 成 的 。 如 通常 一 样 ， 在 此 空间 中 定 
义 线性 算 子 .元 素 的 模 和 两 点 之 间 的 距离 。 因 此 , 这 空间 4 就 构成 
一 个 Bahaoh 空间 。 其 次 在 这 空间 4 中 考 典 集合 刀 ， 它 的 元 素 是 
满足 以 下 不 等 式 的 所 有 函数 几 (s)， 

ln) <p, {pC) -ps)|<K|s— sa 

其 中 是 出 现在 假定 2)、 3) 中 的 正 数 ， 正 常数 p、 、 王 如 此 选取 ， 使 
® : ~ pq Ri, opt orK < Bs, | 
而 91.01.0s 是 上 述 引 理 5.1 和 引 理 5.2 中 出 现 的 正常 数 。 于 是 根 
据 引 理 5.1 和 要 理 5.2, 对 集合 妃 中 的 任意 函数 (Cs), 恒 有 


和 im 去 woc|sa | poe | < 
(5.120》 

重复 $ 2 的 讨论 , 不 难 推 知 集合 如 是 闭 的 和 凸 的 。 

引进 下 面 的 变换 ， 

OR Re pedo al | log log 二 (ca 


一 五) [Ji HA(c)da， | 人 plo)do|, 

(5.121) 

它 把 集合 恕 中 的 每 一 点 &(S) 变 换 到 空间 4 中 的 点 ws)。 显 见 ， 
对 于 给 定 的 函数 w(s) ,方程 (5.121) 是 关于 未 知 函 数 内 (s) 的 弱 奇 
性 Fredholm 积分 方程 。 若 假设 方程 (6.121) 的 齐 次 方程 只 有 零 
解 峭 =0， 则 由 方程 65.121) 可 得 多 s)， 它 通过 Fredholm 公式 给 

出 , 且 同 集合 马 中 的 函数 ws9) 相对 应 。 

注意 到 由 于 引 理 5.1 和 引 理 5.2, 方 程 (5.121) 的 右 端 ( 它 是 
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在 Cs, w 切中 将 (人 、G(s) 分 别 蔡 代 w 4 而 得 到 的 ) 是 变量 # 
的 函数 ， 满 足 H5lder 条 件 , 指数 为 g， 这 是 因为 按照 假设 条 件 
《5.114) 和 引 理 5.1 与 引 理 5.2 中 的 结果 , 有 

{F[s, ws), v8)]— Frs, wls), v8)]| . 
<hol)s—slst 17 一 as | + |G(s) —$(s))] 
<br[|s—sl*+ (gp) |s—s | + (csp -terR)|s—s|°] 
<<hr[lt (qip) s+ optorR]|s—s|”, (5.122) 

这 里 由 于 0<1，B>2; 总 可 适当 选取 0, 使 得 68 一 oa。 

其 次 , 根据 Fredholm 公式 ， % 人 可 用 区 厅 性 积分 方程 的 解 

通过 方程 的 右 端 了 了 来 表示 , 故 有 

.| 和 PH . (5.123) 
这 里 常数 了 同 AS) 无 关 , 仅 同 围 道 工 和 系数 4ls) 有 关 。 

| 于 是 由 引 理 5.1 和 引 理 5.2， 以 及 估计 式 (5.122)、(5.123)， 

可 以 得 到 方程 (5.121) 的 解 由 (9) 满足 下 列 估计 式 ，， 

us) 一目 (sa) | 
< {Jas) — Tas) 1 二 |e(s)7iCs) ~a Cs) J1(ss)| 

t |F[s, wu(s), ¢(s)]—Fls, ws) ,0(81)]|} 
<n (gat+ hgit Mogi) M+ kr (i+ (9io)4 二 osp 
十 4 下)] ls 一 Si“ 
<r (gt hogit+ Mog1) PMz 二 Br[L 二 (人 D)4 
十 Cs30 十 6 玉 和 |s 一 st， | (5.124) 
这 里 Ms =supla(s)|, M,~—sup[y() |<PMs, 而 67=a， 即 
山 (s) 潢 足 了 Older 条 人 
于 是 ,关上 面 讨论 中 所 出 现 的 诸 常数 满足 以 下 不 等 式 
PMr<p, 
wi[(got hgit Mogi) PMr+ hell+ gp) (6.125r 
+espi+esK)]<K, 

则 映 象 上 水 (s) 属 于 集合 召 。 而 不 等 式 (5.125) 只 要 正常 数 MHz 和 从 

充分 小 就 能 得 到 保证 成 立 。 
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类 似 前 面 的 讨论 ， 由 关系 式 (5.121) 确 定 的 集合 如 的 变换 在 
空间 4 中 是 连续 的 ， 且 由 不 等 式 (5.123) 和 (5.124) 知 ， 像 函数 
(s) 是 一 致 有 界 和 同等 连续 的 ， 因 之 这 个 变换 集 是 相对 紧 的 。 从 
而 ， 根 据 Schauder 不 动 点 原理 ， 变 换 (5.121) 至 少 有 一 个 不 动 点 
心 (9)， 即 证 得 非 线 性 奇异 积分 方程 (5.119) 至 少 存在 着 一 个 解 
了 (S)。 

把 所 得 的 解 凡人 9) 代入 公式 (5.117), 可 得 到 调和 函数 

u(A) -| 天 wo)do, . (5.126) 
CI 
它 给 出 了 原先 边 值 问题 的 解 , 即 它 满足 边界 值 条 件 (5.111)。 

这 样 一 来 就 得 到 以 下 的 定理 ， . 

定理 5.6 假设 给 定 的 转 道 荆 满足 假定 的 条 件 1)， 又 设 汉 数 
4(s) 和 也 满 足 假定 2 和 38), 且 正 常数 Mr 和 hp 足够 小 ,使 得 不 等 
式 (5.125) 成 主 , 扣 果 齐 次 边 舍 问题 


cu 
二 ta(s)u=0 


仅 方 堆 解 , 则 至 少 存在 一 个 通 数 to 9)， 它 在 区 域 吃 内 调和 ， 在 
忆 的 边界 五 上 满足 条 件 (5.111)。 

在 更 广泛 的 函数 类 或 其 它 函数 类 内 也 可 研究 非 线性 Poinear6 
边 值 问题 , 请 参阅 论文 [45]、 [48]、[55] 和 [56] 等 。 
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第 六 章 - Wiener-Hoptf 型 方程 


这 一 章 讨 论 另 一 类 重要 的 奇异 积分 方程 的 典型 代表 ， 即 所 谓 、 
Wiener-Hopf 型 方程 。 自 1931 人 年 NN. Wiener 首先 研究 这 类 方 
程 以 来 , 出 现 了 让 富 的 研究 成 果 和 广泛 的 实际 应 用 。 关于 这 方程 
的 详细 论述 请 参阅 专著 [74] [75]、[76] 等 以 及 有 关 论 文 。 在 这 里 
着 重 论述 这 类 积分 方程 的 解法 和 其 基本 特性 。 


§1 预备 知识 


在 工程 技术 中 ， 人 们 常常 会 遇见 卷 积 型 的 积分 方程 。 比如 在 
用 射电 望远镜 研究 天 体 的 大 气温 度 时 ， 人 们 曾 归 纳 出 这 样 的 一 个 
积分 方程 


0 wr 
或 者 研究 更 为 一 般 的 积分 方程 . 
$0 —| ECWb dy/ (0), (6.1) 


这 里 假定 f(z) EIs[0，co)， 尺 (zw) 也 是 工 :[0，coo) 中 的 元 素 , 它们 
都 是 已 知 的 ，g(z) 是 未 知 函 数 。 形 如 (6.1) 的 方程 称 为 Wiener- 
Hopf 型 方程 。 对 积分 方程 (6.1) 当然 可 以 用 Fourier 变换 直接 求 
解 ， 但 是 下 面 介 绍 一 种 所 谓 Wiener-Hopf 技巧 来 解 这 一 类 方程 ， 
有 更 大 的 优越 性 。 

为 了 研究 这 一 类 方程 的 解 及 性 质 ， 下 面 引 入 一 些 基 本 工具 及 
概念 , 并 不 加 证 明 地 引述 一 些 有 关 结 果 。 

首先 引入 Fourier 变换 。 设 函数 (2)E La( 一 00, 二 ce)， 定 
234 。 


义 函 数 .fw) 的 Fourier 变换 


fF() -FU -Br | ed, (6.2) 
其 道 变换 便 是 
f(o) =—7"[ 有 j= -元 [fe as (6.3) 


容易 验证 ，Fourier 变换 及 其 道 变换 都 是 Ts( 一 cc， 十 co) 空间 到 
其 自身 的 线性 有 界 算 子 ， 而 且 对 于 Za( 一 co， 十 co) 中 的 任意 元 素 
了 与 9 有 
全 7 BIg ds = | fed 
成 立 。 由 此 可 知 
Pha lr" 1, 
又 著 J oO) 及 g(a) 均 是 了 (一 co，+oo) 中 的 元 素 , 称 
ffWye-Day 
为 函数 了 和 的 善 积 , 记 为 (1*g) (z)。 于 是 有 公式 
PIf*g] = Vm FI]: PI] (6.4) 
或 立 。 这 个 结果 称 为 故 可 定理 。 

其 次 , 讨论 在 Te(aw 5) 上 的 有 界 算 子 的 性 质 。 假 设 开 < 
瑟 (o 纺 是 一 个 Hbert 空间 ,五 是 空间 站 上 的 一 个 线性 有 界 算 子 ， 
它 将 六 映 到 自身 。 用 | .7(z)JC5Jan 表示 空间 耻 中 任意 两 个 元 人 
9 的 内 积 , 记 为 

Gn- fT 7 (6.5) 
如 果 ( 9) 一 0， 就 称 了 与 9 正 交 。 
再 引进 竹子 工 的 共 罗 算 子 Zr: 对 一 切 少 由 E 工 ,如 果 关系 式 
(Lg, 内 = (所 LY) 
成 立 , 则 称 算 子 并 为 工 的 共 纸 算 子 。 
用 太 ( 蕊 表示 算 子 卫 的 零 空间 


TCD 一 地 249=0 $EX}, 
易 见 六 (ZE) 是 互 的 一 个 子 空间 。 
用 BCI) 表 示 算 子 工 的 值 域 , 即 
忆 (ZD) :一 地 | 区 一 TO YE 了 
易 见 RR(L) 也 是 鞋 的 一 个 子 空间 。 
车 B 是 空间 及 的 一 个 子 空间 , 用 RB! 表示 所 有 与 户 正 交 的 元 
素 的 集合 : 
Ri:=—{6|($, P=0, YER, $EXY, 
和 BR! 也 是 下 的 一 个 子 空间 。 有 时 也 称 子 空间 BR! 为 空间 并 的 
空间 的 正 交 补 。 
定理 6.1 车工 是 Hilbert 空间 及 中 的 一 个 线 ， 性 有 关外 于 ， 
天 是 其 共 示 算 子 ， 则 
NOD=[RCOC]+。 
证 明 由 于 工 是 线性 有 界 算 子 ,于 是 入 (了 和 BCL) 都 是 天 
的 子 空间 。 为 了 证 明定 理 ， 先 证 明 入 (ZL) CCLRC(L")1:。 事 实 上 ， 
RN 则 按 定义 有 Z%= 0, 因此 
= 人 (4 内 = 仙人 WE。 
这 说 明 对 一 切 yer $ 正 交 于 区, 即 BE LR(D)]+。 由 于 Pp 是 
CD) 中 的 任 一 个 元 素 , 于 是 有 
NCD)CLRCL)]!, (6.6) 
其 次 , 再 证 明 [R(L)]+CN (DD). 
任 取 EEL[BR(CD)]1, 于 是 0= (由 天 人 一 (CH DW), YYWE FF, 
因此 L$=0, 即 $8EN(D), 于 是 从 而 
| [RCI CO)。 (6.7) 
由 (6.6) 与 (6,7) 两 式 就 得 
N(D = [RCD)]!, 
定理 证 毕 。 
以 表示 积分 算 子 


Hg 一 | Ks, $day (6.8) 


这 里 ,关于 下 (w, 幼 假 设 
[fl Whasay=M?< oo 
于 是 易 证 玉 是 矿 (a, 5) 上 的 线性 有 界 算 子 。 按 内 积 定义 6. 且 )， 
易 知 当 算 子 K 由 (6.8) 式 定义 时 , 算 子 及 * 由 下 式 确定 : 
Kw= | KO shay (6.9) 
事实 上 ,对 .gE Lfo, 妇 , 按 内 积 定义 有 
(Kf, 0) = (| EC Wf (Way) gD an, 
交换 积分 次 序 , 得 
(RF, 9 = | (| Ke, Wytajae)f Way 
一 | 7 Et D9)aray = (f, Key), 


这 里 
K'y-[ Ft sjy(yay, 


雪 此 有 共 罗 算 子 KK* 的 表达 式 (6.9) 。 
对 于 定义 在 数 轴 ( 一 oo， 十 co) 上 的 函数 空间 也 同样 有 


Kp-[ EK, $ay, (6.10) 
Ky-| KO Thay 


$2 投影 方法 


首先 定义 Hilbert 算 子 。 对 于 给 定 的 函数 $(z) € Ls( 一 oo， 
+co), 称 - 
Hs-2| 2 dy (6.11) 


mm—Yy 
为 函数 9(%) 的 Hilbert 变 摘 。 称 瑞 为 Hilbert 算 子 。 这 里 的 积 
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分 是 Cauohy 主 值 意义 下 的 。 显 然 吾 是 一 个 线性 算 子 。 
车 HH6=f, 即 
70 -| dy, 
则 易 知 f(z) 也 是 La( 一 co， 十 co) 中 的 函数 。 在 上 式 两 边 同 作 
Fourier 变换 ,左边 是 了 [fj, 而 右边 是 


| I 0 dodo 
- 声 |_$Ww 2 2 


ei 全 $dy | iso’+) Iw 


Uw 


i 
-了 9] 二 人 | 2 all 


这 里 , 利用 积分 次 序 的 交换 , 这 显然 是 可 能 的 。 但 是 


二 co ,tse 二 co ‘en! To oi 7 
COSST 。 SIn Sw 
| 2 0 wv’ -| 一 一 一 十 i| 一 -一 一 0 0 
-oo ww -=o 化 -~ ww 


. (™ ginsw’ 
[ay 
0 


— TgnNso 
于 是 
isgns PIB] = FIf]。 
这 样 ， 当 $E Ls(—o0, 十 co) 时 , f= HGE La(—o%, 十 co)， 即 算 
子 吾 把 空间 Za 一 co， 二 co) 映射 为 本 身 , 且 以 下 等 式 成 立 ; 
FLHS] =i sens. FI], (6.12) 
利用 (6.12) 式 有 
FLHf]=isgns F [HG] =isgns [isgns PF [IG]]=—F{g])), 
即 
as 238 。 


岗 此 有 | 
Hf+$=0, 
即 
$=—Hf= _ HCHS), 


(6.18) 


这 说 明 Hilbert 变换 的 逆 变换 存在 ， 且 有 关系 式 (6.13)。 所 以 算 
子 瑟 是 将 Ls( 一 co， 十 o9) 映 射 到 La(o6， 千 oe) 评 线 性 算 子 , 它 


是 可 道 的 。 瑟 算 子 的 道 算 子 是 :一 号 :以 及 j 瑟 12 一 1。 


对 于 任意 绘 定 的 岁 (p) E 了 人 reoj 十 oo0), 定义 两 个 函数 


由 (四 一 吉凶 Ca) 一 让 癌 。 


作 它 们 的 Fourier 变换 ， 有 


FI -TF + 二 


一 于 这 [ 员 一 sgnsz Ip]} 


- {prs oo s<0. 
类 似 地 有 
F[Ig], s>0, 
区 一 ) S<<0。 
出 式 (6.16) 和 式 (6.17) 得 到 公 
Spe 
及 


FIP] =F[I$]+F[g-]。 


(6;14) 


z (6.15) 


(6.16) 


(6.17) 


(6.18) 


(6.19) 


由 此 我 们 可 以 得 出 如 下 事实 : 把 函数 %(o) 按 式 (6.18) 分 解 为 加 
及 由 之 和 的 作用 ， 是 当 对 中 进行 Fourier 变换 时 ， 了 [四 也 可 分 
解 为 两 个 函数 了 了 [p+j 及 了 [-] 之 和 ， 其 中 函数 卫 [p 中 在 s>0 时 
为 零 ; 另 一 个 函数 了 [8$-] 在 s<0 时 为 零 。 至 于 在 s=0 时 的 性 态 ， 
由 于 我 们 讨论 的 是 Za 一 cc， 十 ce) 函数 空间 , 因此 是 无 所 谓 的 。 
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现在 ， 工 记 将 2 一 so 十 co) 宝 间 分 解 为 两 个 子 空间 了 和 
了 2 ,它们 分 别 如 下 定义 : 

的 ELa(—o0, +00), FIG] =0, s>0), 1 

= {$2) $0) EL —o0, 二 co) FIP] =0, 0 
. (6.20》 
最 然 , 运用 政 算 子 性 质 ， 对 于 小 EC 于, 有 
2 一 干冰 。 ， 

把 %+ 看 作 是 几 在 子 空间 于 上 的 投影 ;将 级 - 看 作 是 在 子 
空间 2 上 前 投 影 。 世 式 (6.14)、(6.15) 知 在 Hilbert 空间 五 中 
这 种 分 解 是 唯一 的 。 


对 于 下 空间 ,有 如 下 关系 式 成 立 ， 
La(—o0, +00)=Li ULs, (6.21) 
{0} =L# NN Ls (6.22) 
(6.22) 式 是 显然 的 , 关 为 若 $E TNIz, 于 是 对 一 切 s, 了 ($) =0， 
因 之 $=0。 
例 1 求解 积分 方程 
$0) -Z| ODay fo), (6.23) 


其 中 JE Za-co， 十 00)。 
利用 fp 在 三 上 的 分 解 ,有 
p+ tp- + —$-) =f+tf-, 
或 等 价 地 有 
pe ti f+ = — (1—iN)G-+f-。 

易 见 此 时 等 式 的 左边 属于 Li; 而 右边 是 属于 Lz。 因此 按 关系 式 
(6.22) 得 | 

Prtipr —f+=0, 

— (I—M%)$-+f-=0。 
于 是 


NS _f: 
pi: (2) 一 I ? 
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$0 -1 
因此 由 (6.21) 得 知 
由 人 ) 一 由 (十 上 
=- -ft (Lt) 
i+ 六 
J+AHF . 
-4 (6.24) 
于 是 积分 方程 (6.23) 对 所 有 xm 十 ;有 解 , 解 为 (6.24)。 当 和 一 
时 , 必需 要 求 六 =0, 这 时 积分 方程 才 有 解 ， ， 
办 人 = 到 fr， 
而 由 (z) 是 任意 的 。 


. 空间 了 二 也 可 以 用 另外 的 办 法 特征 化 。 假定 pw) EL $， 则 
PIA 0 s>0,。 


$2) —F"FI$] J F[ 内 ermeds。 (6,25) 

现在 考虑 函数 
$ (2) -高 | F [$b]e- ds, (6.26) 
其 中 z 是 复 变量 ,在 上 半 平 面 y=Im z>>0 内 ,$$(%) 是 解析 函数 , 而 
在 9-0 上 由) 的 边界 值 由 (6.25) 给 出 。 这 个 函数 通常 不 能 解析 
延 拓 到 下 半 平 面 , 因为 在 所 有 Im z<0 的 点 z 处 , (6 ,26) 式 不 再 存 


在 。 
类 似 地 ， 对 于 $(o) EI5, 有 


$0 -Br| 7 lhlewas, (6.27) 
它 是 定义 在 下 半 平 面 内 的 解析 函数 。 
关于 空间 斑 中 的 函数 ， 有 如 下 的 一 个 重要 性 质 ， 这 个 性 质 表 
明 , 一 个 函数 $(z) E 于 乘 上 一 个 适当 的 函数 之 后 , 则 其 积 或 者 仍 
是 i 中 的 函数 , 或 者 经 过 适当 的 修正 之 后 , 也 仍 是 于 的 函数 。 
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定理 .2 设 函 数 另 ET， 又 设 &(O，2 一 2 十 汐 ， 为 复 平 面 上 
在 yz0 内 连续 .在 g>0 内 解析 的 函数 。 可 能 除 了 在 2 8 处方- 一 
个 吨 阶 极点 ， 还 假设 5(2) 可 能 除去 点 2 一 2 外 是 有 界 芍 。 “ 即 却 数 
a % 一 如 的 一 个 很 小 的 急 域 之 外 是 有 界 
则 对 于 过 当前 数 :o- 有 


049 -部 
落 6(G) 在 上 半 平 面 无 要 点 7 网 区 (0 由 DJiE DEs 
证 明 令 卫 [内 -gl), 到 kae 1 :中 j= 一 0。 披 关 
积 定理 , 有 


rete Go Go 


-大 |. $(0)4, G- oo, 机 区 6.28) 


这 里 ， 由 于 s>0 时 ， S$(s) -0。 取 e->0; 但 s 始终 大 于 零 。 于 
是 积分 的 收敛 性 仍 成 立 。 现 在 研究 丽 数 
A,(s) -- 计 “awe do 


的 构造 。 

可 以 认为 s>0, 因为 这 
是 感 兴趣 的 情形 。 进 而 假 
定 Re?>0, 在 ReL<0 的 情 
况 可 以 用 类 似 的 方法 处 理 。 
这 样 我 们 先 考虑 如 图 6.1 所 
示 的 闭 曲 线 上 的 积分 。 由 于 

国人 在 第 二 象限 内 a(x) 无 奇 性 ， 
因此 此 国道 积分 为 零 。 于 是 有 在 (eo,0) 上 的 积分 表达 式 


全 G (w)e tise oz 一 一 i ol(éy)eiy Ydy, 


这 里 , 利用 了 在 泡 限 的 四 分 之 一 的 圆 弧 上 的 积分 值 为 零 这 个 事实 。 
在 (0，cc) 上 的 积分 , 能 按 在 第 一 象限 上 的 力道 积分 估计 。 于 是 有 
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| eae Rt) oC)e mw oy, 
其 中 对 表示 被 积 函 数 在 极点 2 一 6 的 留 数 。 著 4C2) 可 表示 成 
“0) =— Dr te), 
这 里 5(2) 是 在 点 < 一 6 为 解析 的 函数 ， 则 由 直接 计算 , 易 得 
R=( Bris—e) "+t)e-, 
其 中 和 ra …， 各 是 适当 的 常数 。 这 样 ,就 得 出 
J ee B+2] Cisin2ye wy (6.20) 


由 假设 知 gc(2) 有 界 , 即 14a(y) | 入 型 ， 弄 是 正常 数 。 我 们 可 以 估 
计 最 后 一 个 积分 , 得 到 


[epam syerwg| < 中 ye “dy= 
这 样 在 式 (6.28) 中 令 s 一 0, 将 (6.29) 式 代入 ,所 可 得 
Flalw)p(r)] = | so( Smit(e—o) *!) 


2 


Xets-ox dg, s>0,。 (6.30) 
< Cy | | 
2 2 sa (6.31) 
对 它 作 Fourier 实 交 得 
7 四 -< 站 2 b(w)er dw 


i (>0)。 (6.32) 


对 于 s>0 (6.30) 是 esip(s) 的 形式 , 这 里 p(s) 是 (w 一 了 次 多 项 式 、 
更 精确 一 些 , 则 有 


Plow) $0) 1 


0 
x| ‘DB(0)(—o)*i ei do, 
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将 上 式 和 (6.32) 式 相 比 较 , 说 明 可 以 在 (6.31) 中 选择 mm， me， 

…，%, 使 得 
三 [lolg(o -2%)] =0, ss>0, 
因此 有 结果 
ow) pl) — 02) EH, 

特别 地 , 如 果 z(s) 在 上 半 平 面 无 极点 , 则 4(w)$(z) E 下 .定理 证 
毕 。 

关于 I 类 函数 ， 显然 也 有 相应 的 定理 。 当然 c(z) 的 极点 及 
解析 区 域 要 在 下 半 平 面 上 。 

例 2 求解 积分 方程 


$o) -EY dy=f 0), fo) € Islo, co)。 (6.33) 
为 了 方便 ,假定 尖 不 属于 [一 oe， 一 切 。 我 们 也 假定 
1 土 ， 
一 jl*oz<oo， 
| (6.34) 
人 | ll"an<eo。 


这 些 条 件 并 非 绝 对 必要 , 但 它 可 以 对 服从 上 述 限 制 的 一 切 使 积 
分 方程 (6.33) 有 解 。 
为 了 能 在 了 工 \- ceo， 十 ce) 内 利用 投影 方法 , 我 们 将 (2) 和 
中 人 w) 扩 展 到 (一 co，0) 内 ， 
f(s)=$p(r)=0, 2z<0。 
现在 我 们 可 以 改写 46 .33) 如 下 ， 
prt+p-+p—$-)=f, >0, 
pr+b-=0, 2<0。 


于 是 
1+%6 f 
中 -一 一 中 十 一 一 一 ~-， 2>0， 
1 一 和 0 + 1—% (6.35) 
p-=—$+ 9 2<0。 
定义 函数 
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1 十 和 
2(o) -| 


1 ， 2<0。 
则 A 加 
中 -一 一 p(c) 几 十 于 二 一 co-<<O<< 二 co。 (6.36) 


为 了 应 用 投影 方法 ， I 


了 一 M 
Pp” 二 log Tay (6.37) 


由 于 事先 假设 了 )2 不 在 (一 co， 一 匡 上 , 于 是 有 
|Rep| < 十, 且 0 一 二 5。 (6.38) 


1—% 
现在 考察 函数 
g(%) = (0 "2)?o 
其 中 当 z 一 w< 之 0 肝 , g(2) =g(o) = (一 wm)* 一 er1%-?) ,而 la( 到 是 实 
值 。 再 令 
六 -mn 


gC0) -limg()， 


则 就 有 
at, o>0; ~ (6.39 
全 (一 { zw)*, 020<0。 4 ) 
及 
ip0p) 2D0; 
6.40 
9 一 { vw)?, 2<0。 ， 
因此 有 
p(w) = 和 > (6.41) 
利用 p(w) 的 这 个 分 解 式 (6.41), 便 可 以 把 方程 (6.36) 改 写 为 
2 $-— -gprt 2 o (6.42) 


依照 (6.34) 和 《6.38), 项 fy” 一定 属于 La( 一 oo，+o0), 如 
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果 》 保持 癌 定 ， 就 可 以 用 较 少 限制 的 条 件 
| ozp| 让 2dz<co (6.43) 


代替 (6.34)。 

嗓 然 J'g ELs( 一 co，+co)， 它 便 可 以 分 解 为 分 别 在 i 内 
和 Lz 内 的 两 个 部 分 。 于 是 (6.42) 式 变 为 | 

rr 

车 g? 都 有 界 , 我 们 可 以 应 用 定理 6.2 到 (6.44), 因此 推出 上 式 左 
端 属于 I2; 而 右 端 属于 于 ， 从 而 应 该 同时 为 零 。 但 是 (6.39) 和 
(6.40) 式 表明 g* 按照 Rep 的 符号 或 者 在 “= 0， 或 者 在 2= ce 处 
是 无 界 的 。 现在 假定 Rep>0 (对 Rep<0 的 情形 我 们 的 分 析 也 同 
样 适用 ), 于 是 当 w 充分 大 时 ,9+ 变 成 无 界 。 现 在 在 (6.44) 两 端 同 
除 以 z 一 生得 到 


_ (fq). 
(一 们 (1 一 7O) 


— - (fq)+ 
-| 二 央 一 人 一 mm | (6.45) 


“上 式 中 $.EZz, 且 g-/(w 一 们 对 一 切实 值 4 是 有 界 的 ， 且 在 下 半 
平面 内 是 解析 的 。 于 是 按 定理 6,2 推出 g-4$_/(w 一 小 EIz。 类 似 
地 (fg )-EL5 及 一 有 界 , 在 下 半 平 面 内 解析 , 所 以 
这 就 推出 (6.45) 式 的 左 端 是 在 Lz 内 的 。 . 

注意 (6.45) 式 的 右 端 是 不 属于 于 的 ， 因 为 内 的 系数 和 
(jg)+ 的 系数 对 一 切实 w 都 是 有 界 的 ， 但 在 z=i 有 一 阶 极点 。 


使 得 (6. 忽 ) 式 


芍 右 端的 项 属于 万 。 于 是 


ge 
vw—2 (wm) ws 


~- [oe (fg )s o 
be 内 一 (2— -2 霖 上 二 人? (6.46) 
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现在 上 式 的 右 端 是 在 于 内 , 同时 
1 四 1 + piso 3r ge- s>0, 
ll 了 |- -Il “下 ， 8<0, 
所 以 (6.46) 的 左 端 是 属于 Lz 的 。 由 此 推出 46.46) 式 的 两 边 必须 
都 是 零 。 这 样 就 得 出 


和 -CD 

本 

史 一 (fg )- % o 
2 一 MD 0 


最 后 我 们 用 g* 当 w>0 时 的 显 式 玫 达 式 (6.39) 、(〈6， 40)， 并 利用 
(6.14).(6.15), 就 得 到 


$= = 和 + 站 十 TT TH 一 2 加 bagimn Wpp*Po i 47) 
现在 还 要 决定 a 值 。 为 此 考察 (6. 46) 的 左 端 ， 对 其 第 一 项 有 显然 
的 估计 式 
| gp ;<x wilp_law 


1 多 一 


<x{[s av- ca 人 下 bao 2 : 
类 似 地 有 1 
人 -ol<。。 

1 2 一 必 
但 是 因为 (6.46) 式 的 左 端 恒 为 零 , 当然 也 要 求 
| 
上 列 这 个 积分 对 一 切 w 天 0 是 发 散 的 。 如 要 使 基肥 ,只 可 以 a=0, 
这 样 原 积分 方程 的 解 是 


fw) 
$0 T+ a 


例 3 求解 第 一 类 Wiener-Hopf 方程 


示 -2 d=/f (0)。 (6.49) 


| 地 rv ys (6.48) 
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我 们 可 以 见 到 , 在 方程 (6.33) 中 车 以 一 X7 代 符 j， 且 令 和 > 

0, 则 其 极限 便 是 方程 (6.49) 式 了 。 当 然 这 仅 是 一 种 求解 方法 。 这 
样 构 造 (6,48) 式 , 而 得 到 我 们 所 要 求 的 解 

$= LL, (6.50) 


vw rw—Yy 


其 中 注意 到 性 质 
lim p= 于 。 
从 前 面 的 例 2 中， 我们 看 到 需要 将 (6.36) 中 的 p(w) 的 表达 
式 分 解 为 如 (6.41) 式 所 示 的 g+/g" 的 形式 , 因此 , 我 们 要 进一步 讨 
论 在 一 般 情 况 下 如 何 将 2(z) 进 行 分 解 。 为 此 ， 需 要 下 面 的 定理 : 
定理 6.3 设 外 Eee 十 ce)， 且 考虑 末 数 
a (6.51) 
这 里 y=Jmzx 交 0。 则 g(%) 对 9>0 和 2 <0 是 有 界 的 解析 函数 ,在 
人 Y 一 0 上 它 的 边界 值 由 下 式 给 出 ， . 
lm (2 ~g* (2) =+p(e) +iH9$ (2)。 (6.52) 
证 明 车 y 天 0 有 
lsOl<E sO re <+o， 
所 以 g() 是 有 界 的 。 类 似 的 计算 表明 g(x) 是 z 的 连续 函数 。 设 
OO 是 上 半 平 面 内 的 任意 一 条 闭 曲 线 , 由 于 是 在 O 的 外 面 ,所 以 


NO 工人 dz _ 
| gd mo | $d 0 T—% 一 0 


因此 按 Morera 定理 ,9 (2 在 上 半 平 面 内 必定 是 解析 的 。 为 决定 其 
边界 值 , 把 9( 幻 看 作 是 2 的 函数 , 作 它 的 Fourier 变换 : 


五 [go)] -| g (s+oy) er dw 


1 
ea A 
这 里 ， 积 分 次 序 交换 的 可 行 性 是 由 于 积分 核 不 是 奇 性 。 进 而 车 
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~ gy, 


s>0, 则 在 上 半 平 面 上 接近 积分 曲线 y=0, 对 s 二 0, 则 在 下 半 平 面 
上 接近 积分 曲线 y=0。 于 是 当 y>0 时 ,有 


; $>0 
Pgs)] -| A | pverrdr, 3S<0。 


令 y-> 十 0, 得 出 
于 0 ? s>0; 
“ OI- [pg s<0。 
、 _ _ {~—27[¢], s>0, 
类 似 地 ,有 Flg -| 0 ， so0, 
于 是 Fiat+g]=—2sgnsF 1g], 
Flat—g ] =27[9]。 
注意 到 PF[HG1 =isgn ssF [9], 
最 后 就 得 出 . 
¢'+g =26Hy9, (6.53) 
0 一 0 一 20。 (6.54) 


这 即 是 所 要 证 明 的 结果 。 定 理 6.3 证 毕 。 
定理 6.4 设 p(w) 是 Jimp(wm) =1 的 元 数 ,定义 Jogp(m) ,使 


limlog 2(o) = 如 
并 假定 lm a log p(w) 一 0， 


以 及 logp(%w) € La( 一 co, 十 00)。 则 存在 一 一 个 有 有 界 函 数 g (2 ， 它 对 
一 切 % 关 0 解 术 ,并 使 得 


_ 0 人 (2) 1 
2(z) 人 (6.55) 
这 里 | g* (2) 一 ~ img), 


证 明 以 地 Jog p(w) 表 示 定理 6.3 中 的 $(z), 即 令 
ogg 人 = 二 | 2 JE (0 gq, (6.56) 
于 是 可 如 下 确定 9” 及 9 : 


logp =log gt+ 一 log9-， 
% Hlogp=1ggt-+ log'g™。 
按 关 于 log p(w%) 的 假设 ,(6.56) 式 所 确定 的 函数 log g(z) 有 边界 值 


因而 得 到 氏 =2(o)。 
定理 证 毕 。 
例 & 若 2(z) 为 
&, [| <1; 
?0 = [ol>1 


这 里 “ 不 在 复 平面 的 负 实 轴 上 ， 即 aE (一 co, 0]， 则 2 Co) 满足 定 
理 6.4 的 条 件 。 二 


logg(2) 一 wr] BP = 2 | -1 5 
-可 sa) 
按 log( < 于 ) -log| 拓 ZT eros = ) 
得 知 当 |z| >1 时 , 有 (4) ， 
对 ]%| 过 i 得 到 
| 1 .0 (6.57) 


例 5 求 积分 方程 
$0 -二 | ,Dayf (0), FETs[-, 1] (6.58) 
的 解 ,这 里 入 (oo 一 1], 县 
f HOF yo, 


方程 式 (6. 58) 是 作为 La[ 一 1, 1] 上 的 问题 提出 来 的 。 要 把 其 
扩展 到 空间 Ls( 一 co， 二 co) 上 ,为 此 定义 | 
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plo)=f(2)=0, |%|>1, 
现在 可 以 用 类 似 于 例 3 中 方法 , 将 (6.58) 改 写 为 
A [|z| 一 书 
， | $+:+$-=0, |»|>1, 
”这 些 式 子 可 以 组 合成 一 个 简单 的 方程 


$-— po) $e+ (6.59) 
工 十 和 
其 中 9 人) -| ”|< 
1 ， lzl>1, 
-再 应 用 例 4 的 结论 及 定理 6.4 可 以 将 p(x) 写 成 
2(o) = 于， 
其 中 (%) 全 (6.60) 
oO .60 
(2) e+izp， |z|<1, 
这 里 pT 
- 按 关 于 入 的 假设 Repo|< 一 亏 , 现 在 可 以 将 (6.89) 式 写成 
gL -一 + fq) 
Cr (6.61) 


:不 失 一 般 性 , 可 假定 Re po, 对 于 Re p<0 的 情况 可 以 类 似 处 理 。 
-在 x 二 一 1 处 g* 变 为 无 穷 大 。 但 为 了 应 用 定理 6.2， 我 们 要 求 0 


的 有 界 性 ,这 例如 可 以 在 (6.61) 上 乘 以 2 二 了 而 达到 目的 ， 因 此 式 


《6.61) 变 为 
w+1 g-$_— [xz 十 二 /Co 一 们 ] (fg )- 
儿 一 尼 一 工 一 X 
加 [2 9+0 一 Lt 1)/ (ed (yo +] 
-一 多 工 一 ° 


.定理 6.2 说 明 ， 左 边 是 在 万 内 ; 而 右边 并 不 是 在 于 中 ， 因 为 在 
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(6 .62) 


c 一 6 是 极点 。 但 人 可 g 丰 (6.69) 9 区 同 时 去 


得 右边 在 三 内 。 z 中 的 项 所 以 左边 仍 是 在 La 
内 。 这 样 (6.69) 式 变 为 
十 十 - 
Zz 十 1 - Ffa )- 0% 
i 


十 | (6.63) 

i- wo— 

由 于 于 站 Lz 一 {0}, 所 以 (6.63) 的 两 边 都 为 堆 ， 于 是 得 到 
4 ) 

9 9 一 让 ta 

+ i fq) % 

9 光一 所 全 全 1 YTT? 


一 大 |w< cbo。 
上 列 关 系 式 的 第 一 个 蕴含 着 


i pe | 
[< 
所 以 x= 0, 这样 最 后 有 


-1 (fo)- 
” 1I-M gg 
由 -二 Us ): 
从 而 解 得 
$brtp= Tr + SO] 
1 


I L(+)) 
tf )) 
这 


2 
与 了 (二 ) 二 8G)( 寺 -二 
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一 Ti Te [7) oe 


了 


(6.64) 
例 6 在 对 和 和 jy(e) 作 上 例 的 同样 假设 下 , 求解 
$f, tet 1 (6.60) 
”在 上 例 方程 (6.58) 中 的 了 现在 用 一 代替 , 然后 令 ->co, 便 
-得 到 (6.65) 式 了 。 因 此 作出 与 (6.64) 同样 的 步骤 , 并 注意 到 ->co 
于 p> 序 ， 就 得 到 
Glo)——i 4 PAC sw (6.66) 


mV 1—wJ-1 w—Yy 


§3 n==0 情形 的 Wiener-Hopf 方法 


在 本 节 中 运用 上 节 的 投影 方法 讨论 Wiener-Hopf 方程 
$0) -| KFC- WD$ dy-f(s), FETs[O, co)。 
(6.67) 
这 里 区 (%) 是 了 (一 co， 二 co) 的 已 知 丽 数 。 为 了 能 应 用 Fourier 


方法 解 上 列 方程 (6.67)， 我 们 要 将 函数 扩展 到 整个 实 轴 ( 一 o%， 
二 co) 上, 令 


$v)=f (0)=0, 2<0。 (6.68) 
再 定义 新 的 函数 g(2) 
EE “<0 0669) 
0 ， ww>0。 


于 是 Wiener-Hopf 方程 (6.67) 可 以 改写 为 
$ 人 -| Ke $y =f (oe) tg) (6.70) 
这 时 当 s>0 时 , (6.70) 式 即 是 (6.67) 式 , 而 当 w<0 时 , 由 于 
。2353 。 


(6.69), 它 是 一 个 恒等式 。 y(z) 是 未 知 的 , 因为 它 依赖 于 方程 : 
(6.67) 的 解 $Cz)。 对 方程 (6.70) 的 两 端 作 Fourier 变换 ， 这 时 需 
假设 所 有 涉及 到 的 函数 都 属于 Ta( 一 co， 十 co)， 于 是 运用 卷 积 定 . 
理 时 就 有 
PI$]— Mar PLKI. PIGI= FIFI+ FL9), 
如 果 作 Fourier 道 变 换 Fr 于 (6.70) 的 两 边 , 得 到 
FG]— Vow WIKIF[G] = FF*{f) +P*[y), 
或 写成 等 价 形式 
1 PFIG] — FEfI=F"[g), (6.71> 
这 里 
Ps) =1— Var Fr[K], (6.72) 
是 已 知 的 。 为 了 解 方程 (6.71), 我 们 考察 (6.71) 两 端的 项 , 由 于 
wr $G$ 2>0; 
FIFIG -1 p20, | 
于 是 7"*[$]€ Lz, 类 似 地 有 [有] ELz,， 7*[g] € Li, 这 样 《6.71) 
可 改写 成 为 
PPS)— FIfI= FLg]。 
下 一 步 是 设法 将 p(s) 按 定理 6.4 的 要 求 分 解 成 形式 


p(s) = 人 ; 
但 这 时 几 须 是 p( 满 中 定理 的 条 人 
din, ?6s) 一 (6.73) 
及 
log p(s) EZa(- cc， 二 ce)。 (6.74) 
这 两 个 条 件 实际 上 是 对 核 E 的 附加 条 件 。 我 们 看 到 当 条 件 
rl (6.75) 


满足 时 , (6.73) 一 定 满足 。 但 我 们 最 初 对 六 (w) E La( 一 oo0, 十 o0) 
的 限制 还 不 足以 使 条 件 46.75) 得 到 满足 。 因此 我 们 还 须 对 K(%) 
加 以 进一步 的 限制 。 比 如 加 上 条 件 
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三 |K(@) [dv<o0 (6.76) 


易 见 , 当 (6.76) 满 足 时 , 则 按 Riemann-Lebesgue 定理 ，(6.75) 也 
满足 。 在 (6.75) 满 足 后 ， 则 (6.73) 也 满足 。 这 时 我 们 可 以 进一步 
定义 logp(s) 使 得 

Jim log p(s) =0。 


但 注意 , 这 时 当 s> 一 co 时 , log p(s) 不 一 定 是 零 ,而 可 能 是 2nmi(m 
是 某 个 整数 ), 即 
lm log p(s)= 2nag, (6， 77) 
这 样 问题 就 较 复 末了 。 在 这 里 , 我 们 首先 假定 (6.77) 中 %=0, 而 
对 m0 的 情况 留 到 下 一 节 去 讨论 。 
按 前 面 的 这 些 讨 论 , 由 条 件 (6.75) 可 见 ， 当 8 充分 大 时 , 有 
|[F*[K]|< eo 
于 是 
[logp Cs)|=|log( ~ /2x PF"*[K])| 
Var |F*[K]| 
Tv I WLR 
/23n eK, 


< 
又 由 于 F"[K]ELs(—o0, 1 于 是 可 以 知道 log p(s) € 
工 ( 一 oo， 十 oo)。 运 用 定理 6.4, 可 写 


_ 4 (s) 
P(s) = gy 


这 里 . . 
g() = VPs) oxp| -Hlogpls)}, (6.78) 
gt(s) -engeg]。 (6.79) 
因此 方程 (6.71) 可 写成 
~ PL$l—a pF:[fl=g*P}[g], (6.80) 
这 里 g 和 gi* 是 分 别 在 下 半 平 面 和 上 半 平 面 有 界 且 解 析 的 函数 的 
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边界 值 。 按 定理 6.2,g- 了 [和 jEL3 g+Pi[g] EH， 剩 下 的 欧 数 - 
人 -有 [让 可 写作 
of gf) 上 (ore[ 门 )_， 
这 里 其 分 解 是 按 (6.14) 与 (6.15) 进 行 的 , 即 
(gi PLfD)s 到 [月 二 (or [月 )]。 


这 样 ,方程 \6.80) 变 为 

9 FG — (oF Lf])- = (9g F: [FD) stg Psd), 
在 上 式 中 , 左 端 是 在 Lz 内 的 , 右 端 是 在 吕 内 的 。 因 为 了 作 L3 = 
{0}, 它们 同时 为 零 。 于 是 


但 是 Bi[$] 一 FP"[$], F:[f] 所以 从 上 址 可以 和 到 方程 
(6.67) 的 解 为 


$=P| ETH], (6.82) 


从 我 们 的 讨论 过 程 中 可 见 , 其 解 是 唯一 的 。 

对 于 je) 一 0 的 情况 ， 由 (6.81) 即 可 知 只 有 4$(z) = 0 满足 原 
先 的 方程 (6.67) 。 

下 夯 从 一 个 例子 来 说 明 Wiener-Hopf 方法 的 应 用 。 

例 ? 考虑 函数 

02 十 C2 


2(o) = DT 


试 求 将 p(%) 分 解 为 9-(w)/g+(z) 时 的 g*(%)。 
上 述 函 数 (6.83) 显 然 满足 条 件 (6.73)、(6.74)。 函数 p(z) 的 
分 子 和 分 母 在 上 半 平 面 和 下 半 平 面 都 各 有 一 个 一 阶 零 点。 为 了 计 
算 豆 log p(w)。 我 们 先 计 算 了 [log p] ,然后 利用 事实 
FLH1og Pp] =%sgn sF [logp], 
最 后 用 Fourier 逆 变换 F* 来 计算 五 log p。 现 在 


十 oo gn9 
Plogp] -| log 2 0 do 


Re co>0。 (6.83) 


对 它 关 于 参数 & 微分 
oF[logp] _ 1 (*” 20 
Oa ND 
V2 @” ss>0; 
2 623) s<0, 
oF [log »] 一 2 Ci8 
Oa ° 


eedr 


或 5 成 
再 关于 “积分 ,考虑 到 Bo) | 一 1, 于 是 有 也 [logp] 11 一 0, 因此 


1 polsl 
F[llogp] = M2m 9 ~—6 
2r 2 Sgnso 
~18] _ ~0ls] 
于 是 FPF[Hlogp] = Vri 
取 其 道 变 换 得 
Hlogp= je EC 一 131 =e oe-isads, 


再 对 上 式 两 边关 于 a 微分 , 得 
Hlogp= 让” es Ss) | 6 -iwds 


一 2 人 6 sinSzpas 
0 


2% 
V2 十 @2” 


又 再 次 积分 , 得 出 
Hiogp=2|arctg aro tp 二 |。 
最 后 代入 g* 的 表达 式 , 得 到 


-Mp0 op{ -Slogs) MOR ST Fr 


TP—g 

人 一 人 
+ 工 {去 上 作 十 少 
2 TO zsHlgp sr 
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由 此 可 见 %(w) 就 分 解 成 我 们 所 需要 的 形式 
(四 = V+ wtia wv—ig 
PT or ss 


_ (2—i0) / (w+ 
(一 人 / (w+ig)® 


例 8 试 在 La(0，oo) 上 求解 W iener-Hopf 方程 
Pz) -| ep Ay Cx), f(z) €E Lo[d, co)。 


(6.84) 
- 按 通 常 的 方法 , 拓展 gw) 及 Fw) 使 
p(s) =f (2)=0, 当 w<0, 
.县 定义 g(w) 为 
gC) -| ee dy=N0r se 地 人 dy, 2<0; 
0 ; v>0, 


于 是 方程 (6,84) 成 为 
4 人 一 org(0ay=jo+g)。 (6.85) 
两 边 作用 算 子 7", 如同 (6.71) 一 样 ,有 


3 十 1 一 2 yx ps 
[$F [f= Fitg]。 (6.86) 
.在 上 式 46.86) 中 ,2(s) 由 下 式 给 出 
p(s) - Se 1 oN 


为 了 产生 所 要 求 的 因子 涡 要 Re > 0, 即 XE | 于，<o) 这 洋 接 前 
例 的 情况 得 到 


.9 (s) 
p(s) 和 pe ’ 
其 中 g-(s) = 0 gs) = -eo 


方程 (6.86) 现 在 可 以 写 为 
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S 一 ps [一 了 2 让- 


而 
Ss 十 多 a 0 

si P+ Lg] se ? 
按 定 理 6.2, 上 式 左 端 第 一 项 是 在 53 内 的 元 , 在 适当 选择 “后 , 娃 - 
下 的 两 项 也 是 在 Lz 中 的 元 ， 右 端的 项 是 在 于 内 的 元 , 于 是 推出 


两 边 都 是 零 。 因 此 可 以 解 出 [和 来 ,从 而 立即 可 得 到 
$e) = -PIP sp [+ 宇 生 第 
下 面 进一步 确定 a 什 
由 于 [Fr"[ 妥 ] 一 f, 且 因为 


按 卷 积 定理 便 有 


rs f= /eWay 
[ef Day, 
这 里 用 了 当 w<0 时 f(z) =0 的 条 件 。 又 利用 留 数 计 算 , 有 
F [二 | 一 > (ca sgnz 一 1)8-“imi。 

这 样 , $ (2) 的 表达 式 变 为 

gc) = fm) + 过 |.。 -en f(y dy+ Bla:sgng— 1)e-"e, 
这 里 6 是 a 的 倍数 ,为 了 确定 6, 可 以 利用 条 件 

$(%) =0, w<0, 
和 f= 

于 是 B= zt) f(y) dy, 
最 后 有 解 
pz) =f (7) 十 一 = 二 一 -有 元 


和 X(wWVI 一 弘一 人 
1 一 2 和 十 \/IL 一 2 


| dy 


86-Y 生 | evi-aiy f(y) dy, vw>0, 
(6.87) 
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下 面 考虑 在 物理 中 常见 的 一 种 情况 ， 和 欲求 方程 (6.67) 的 具有 有 
指数 增长 的 解 ， 即 解 是 eey (zc) 形 式 。 我 们 也 同样 以 e*p《w) 代 御 
.f(z)。 于 是 前 述 Wiener-Hopf 方程 (6.67) 成 为 


Wo 一 | KC- "py dy hs), (6.88) 


若 核 及 (5 一 0)e-“e-2 和 函数 bw) 具有 所 要 求 的 一 切 性 质 ， 则 

(6.88) 可 以 和 前 面 同样 解 出 水 (z) 来 , 且 沙 (z) ELs[0，co)。 于 是 

子 数 由 () =e<ep (z) 满 足 方程 (6.67)， 它 是 指数 增长 的 。 
例 9 仍 解 例 8 中 同一 方程 1 


$0) = ee gy) 
而 要 求 %(e) 以 指数 西数 增长 的 。 这 样 方程 (6.88) 在 目前 情况 下 
成 为 
(%) —% ee (Vay bo), 
完全 重复 前 面 全 8 的 讨论 过 程 , 当然 «必须 限制 于 0<a<1。 
令 Po) he)=0 2<0 
-Xe py) ay, . <0; 
oo-| | 
0 ， VZ>0。 
刚 得 到 (0) 一 和 | oe) dy ho) 二 gw。 
两 边 作 "变换 , 就 有 
i Ph PH ~ pg (6.89) 


对 a 一 0，(6.89) 式 同 前 例 8 中 的 (6.86) 式 , 这 里 - 
0- 0 
这 样 , 对 0<a<1, 分 母 在 上 半 平 面 及 下 半 平 商 上 均 有 一 个 零点 。 为 
了 满足 条 件 
log p(s) ETa( 一 co，co)， 
: 66. 90) 式 分 子 的 零点 也 必须 一 个 在 上 半 平 面 ， 一 个 在 下 灶 平 面 。 这 
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个 要 求 意味 着 对 入 的 某 些 约束 。 至 于 分 子 的 两 个 零点 都 在 同一 于 
平面 的 情况 , 留 在 下 一 节 中 讨论 。 
现在 (8s 一 oo)? 二 1 一 2 一 [一 (oa)][s ola a)), 
这 里 a?=1 一 2%。 假 定 
ImG(a+a))>0, Im(SCa—a))<0。 


此 时 易 见 ?2(s) 一 和 ， 


. 7, SsS—o(gt+a) 
其 中 9 (一 证 名 ef， 
_ Ss—%(a—a) 
"= s—%(o—1)" 
方程 (6.89) 现 在 可 以 改写 成 为 
s 一 2(aw 十 a) 到 [由 一 S 一 0(w 一 1 Fr* [hb] B 


5 一 CaTTI) sd(o—a) sia) 


_ 8 一 6(a 一 Dn 天 [由 一 


S 一 (ww 一 0) a 
按 定理 6.2, 右 端 第 一 项 是 Lz 内 的 , 适当 地 选取 后 , 其 余 两 项 也 .. 
属于 Lz, 右 端 的 项 是 在 Li 内 的 , 因此 两 端 都 恒 为 零 。 
现在 


加 2 * Bls—ié(Coat+1)] 
y=F|F [人 十 Ga) Ta ZF*[p] 十 Me |] 


用 类 似 前 例 8 中 的 那些 算 子 , 可 以 得 到 
ba) Bho) + Wh (ay 
Cp 
最 后 再 加 到 pC), 令 Wl -po)， he) ef (2), 就 和 


bo) fo) + | foy 


NV1—2%—1) 
Mi—2%(MVI—2%+1) 


6- | Cy) dy 
(6.91) 

可 以 看 到 (6.87) 式 和 (6,91) 式 在 形式 上 是 一 样 的 。 其 凑 别 在 
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-于 四 (z) 和 f(%) 是 在 所 属 的 函数 类 不 同 ,方程 (6.87) 对 空间 La[0， 
co) 成 立 ， 而 在 (6.91) 式 中 ，f(w) 和 (4) 可 以 是 使 ef (2)、 
:eeg(z) 属 于 Ls[0, co) 的 元 素 , 只 要 ReV1i 一 2% 一 >>0。 


$ 4 n 关 0 情形 的 Wiener-Hopf 方法 


在 前 一 节 对 及 (w) 加 上 某 些 限 制 , 处 理 了 下 述 积分 方程 
$0)— EG-WD$ y=fe)。 (6.92) 


:我 们 要 求 K (%) € La(—o%, 十 ce)， 还 要 求 
lim F*[K] =0, (6.93) 


181 一 oo 
在 这 些 条 件 下 , 我 们 可 以 定义 log %(s), 这 里 
p(s) =1— FLK], 


并 使 lim log p(s) =—0。 
从 (6.93) 就 推出 
lim 1og |p(®) | 一 0。 A 6.09 


-但 是 当 我 们 从 十 co 到 一 oo 穿 过 s 轴 时 , p(s) 的 幅 角 有 改变 , 这 就 
可 能 发 生 
lim log p(s) =2nnd, | (6.95) 
-这 里 1 是 一 个 整数 。 为 说 明 这 一 点 ， 记 
p(s) = |p(s) ee， 
-我 们 选择 对 数 的 这 样 的 分 支 , 使 lim 9(s) 一 0, 同时 还 知道 
lim p(s) —1, 


.从 上 面 就 得 到 
Him p(G) = lim |p(0) ee 
= lim et3) 一 1 
.县 只 需 lim 0(s) =2 nor。 


这 便 是 式 (6.95)。 式 中 % 称 为 I 一 K(w) 的 指标 。 

在 前 一 节 中 假定 w=0, 在 此 条 件 下 log p(s)E La( 一 00, 十 00)， 
且 按 定理 6.4 能 把 p(s) 表 示 成 9-(s)/9*(s)，g*(s) 表 示 两 个 函数 
g*(#) 在 实 轴 上 的 边界 值 。 这 两 个 函数 分 别 在 上 、 下 半 平 面 内 解 
析 。 但 当 n¥0 时 ，p(s) 这 样 的 分 解 不 成 立 。 本 节 中 讨论 当 指 标 : 
n 关 0 时 的 Wiener-Ho pt 方程。 

(1) 章 次 方程 >0 情形 

现在 考虑 方程 (6.92) 中 f(z) 一 0， 且 (6.95) 式 中 mn>0 的 情 
形 : 运用 前 一 节 的 方法 仍 可 得 到 方程 
PO FIG —F [f= Fi[g], 
由 于 了 =0, 得 | 

VACSE NL (6.96) 

由 假定 , I 一 及 (w) 的 指标 m0, 仍 可 证 明 此 时 方程 (6.96) 有 了 唯一 
解 , 即 $Cw) 0 是 它 的 唯一 解 。 


事实 上 , 考虑 函数 
t(s) = 2 一 ， (6.97》 
对 此 log r(s) 一 一 20 aro 二 于 。 


为 了 唯一 地 确定 上 式 , 特别 规定 
limarc tg 三 一 0。 


。 。 Al 
于 是 lim (~20tg 1)= 2m 
对 于 函数 1og z"(s) ,相应 地 有 
Limr"(s) =0, 


lm mm(s) = — 2 ng, 


由 此 推出 log v"(s)p(s) € Lal —o0, 十 co)。 (6.98} 
现在 可 以 在 (6.96) 两 端 秉 以 w"(s) 来 解 此 方程 , 这 时 有 
vw"(s)P(s) FP: [Gp] =7"(s) F' [9]o (6.99) 
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这 里 7"(s)p(s) 满 足 定理 6.4 的 条 件 。 因 此 可 以 分 解 为 g7(s)/g*(s) 
的 形式 。 在 式 (6.99) 两 端 乘 以 91(s), 就 得 到 
g (PF*[$]=7"(8)9(s) Pig。 (6.100) 
上 式 的 左 端 是 在 Lz 内 ; 而 右 端 是 在 7 二 内 ， 这 里 注意 到 zr(s) 在 上 
半 平 面 无 极点 。 现 在 等 式 (6.100) 的 两 边 都 应 该 是 零 , 我 们 有 
Fi[$]=0 

于 是 p(w) 一 0。 

在 前 一 节 已 说 明 过 ，(6.96) 式 有 唯一 解 。 从 这 个 结果 可 以 推 
知 非 齐 方程 (6.92) 至 多 有 一 个 解 。 因为 车 存在 两 个 不 同 的 解 ， 则 
便 有 : 
pi1— Kpi—f; 
和 一下 加 一 
于 是 《由 一 ga) 一 下 (9% — po) 一 0。 i 
而 这 个 齐 次 方程 就 是 (6.96), 它 只 有 零 解 ， 也 即 $(2z) 一 0。 所 以 
内 一 加 。 从 而 方程 (6.92) 当 mw>0 时 至 多 只 有 一 个 解 。 至 于 方程 
(6.92) 对 所 有 的 fw) 是 否 有 解 ,或 者 没有 解 , 这 将 在 下 面 讨论 。 并 
将 证 明 (6.92) 并 不 是 对 任意 的 jz) 都 可 解 ， 欲 使 有 解 存 在 , 必须 
对 了 有 限制 。 

(2) 齐 次 方程 畴 <0 情形 

我 们 可 以 用 同 (1) 相同 的 方法 推导 得 到 (6.100) 式 , 但 因 现 在 
9<0 7 (3) 将 在 上 半 平 面 有 极点 。 (6.100) 式 的 左 端 虽然 仍 是 在 
I 内 的 ,但 右 端 不 是 在 下 内 了 。 这 可 以 根据 定理 6.2， 在 两 端 同 


减 去 一 项 ， 下 有 全 相同 了 人 内 。 这 样 , 就 有 
gHFIG] > < yr —z"(s)g! (P's 中 
1 名 1 ao 
-六 z 
适当 地 选择 mm，oa，…，auwi 右边 现在 是 在 于 内 了 。 易于 验证 , 左 
边 仍 在 Ls 内 。 于 是 两 端 丝 为 零 , 即 有 


F*[$]— 7 Oe 
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成立。 所 以 


1 In1 yy 
$(0) =7|= ty 宫 cE (6.101) 
类 似 地 
1 1 Oy 
9(%) = re 安 ca (6.109) 


易 见 Fr[pELs, F*[g EL, 
这 些 解 都 满足 (6.96), 显然 ， 当 n 二 0 时 , (6.96) 式 有 不 止 一 个 解 。 
事实 上 ， 对 每 一 组 ma，os,…，o%, 的 选择 ，(6.101) 和 (6.102) 都 确 
实 满足 Wiener-Hopf 方程 。 因 此 它 有 |n| 个 线性 无 关 解 。 

”注意 , 在 前 一 段 中 选择 函数 +(s) 时 仅 为 了 使 乘积 zp (9) 满足 
条 件 logz"(s)p(s) ELs( 一 oo0, Tco), 那 末 通 数 *(s) 是 不 是 唯一 的 
呢 ? 事 实 上 , 这 种 函数 的 选择 是 无 穷 多 的 。 例如 取 ， 


v"(s) 一 (= 2) (Re «>0) 
也 可 以 ,因此 , 我 们 关心 的 解 (6.101) 与 (6.102) 能 否 不 依赖 于 z(s) 
的 选择 呢 % 事实 上 ， 设 p(s) 是 另 一 种 这 样 选择 的 函数， 代入 到 
(6.99) 式 ,有 


pp FIH) ps) P+], 
现在 设 0(s) 一 p(s) /zw"(s); 在 以 上 方程 中 , 用 z*(s)o(s) 代 着 p(s)。 
显然 两 边 有 一 个 公共 因子 c(s)。 因 此 又 可 以 回 到 (6.99) 式 了 。 
下 面 通过 一 个 例子 来 具体 说 明之 。 
例 10 求解 


8 下 00， (6.103) 


这 里 的 %(o) 要求 满足 e “gz)ETa[0， co)。 

对 应 的 非 齐 次 方程 的 情形 已 在 上 节 的 例题 9 中 讨论 过 。 设 
只 (2) 一 ee) ， 同 前 面 一 节 相 仿 的 讨论 , 如 同 在 (6.89) 一 样 , 便 得 
到 方程 


| 
(s— oa)?+1— 2% pr* 


(s— Zo) ”二 [i] 一 了 3 [g] 9 (6.104) 
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我 们 假定 0<a<1 及 Bea= Rewi 一 鸡 >0, 现 在 有 . 

p(s) = (S 一 yo)2 二 oa _ [s—o(ato)][s—i(o—o)] 

(S 一 za0)2 十 二 [s 一 和 wa 十 1] [s 十 和 一 oa] “ 

其 分 母 在 上 半 平 面 和 下 半 平 面 各 有 一 个 零点 。 

若 进一步 ”Re(e+a)>>0， Re(a—@) <0, 
则 分 子 也 有 同样 性 质 , 且 指 标 呈 = 0。 在 这 种 情形 , 方程 (6.103) 只 
有 了 唯一 解 p(x) = 0。 但 是 , 车 假定 |4| 是 如 此 小 ,以 致使 Rela 圭 0) 
>0。 这 时 p(s) 的 分 子 在 上 半 平 面 内 有 两 个 零点 。 分 母 在 上 、 下 半 
平面 内 各 有 一 个 零点 , 注意 到 指标 是 p(s) 的 一 个 基本 拓扑 性 质 , 它 
不 依赖 于 ?4s) 的 零点 和 极点 的 实际 位 置 ， 只 是 和 零点 与 极点 在 平 
而 实 轴 两 侧 的 分 布 有 关 。 而 且 指标 是 2(s) 的 零点 和 极点 的 连续 函 
数 , 但 它 也 是 一 个 整数 。 只 要 2(s) 的 零点 和 极点 连续 变化 , 但 不 穿 
过 实 轴 ， 则 指标 仍 是 一 个 不 变 的 值 。 当 零 点 和 极点 穿 过 实 轴 时 ， 
”log 2p(S) 将 有 间 吻 。 

车 p(s) 在 上 半 平 面 内 有 两 个 零点 一 个 极点 ,在 下 半 平 面 内 有 
_ (s—2)” .1 (一 全 

个 极点 , 其 指标 将 和 | 好] 一 如 二 各 的 指标 一 致 。 后 
者 即 是 在 前 面 讨论 的 (6.97) 中 所 看 到 一 样 ， 指 标 为 ~1。 现 在 在 
s+o(1—o) ,, 、 S 十 放 

(6.104) 两 边 乘 以 Ca) (注意 ， 这 指标 等 价 于 js 的 指标 )、 
得 到 

S—OdGt0) ps 有 ‘8s—%(1— )F 

3 一 和 (1 十 al) “的 一 soooa) S 一 和 (a 一 二 护卫 + [9] 

sia—a)° 
在 上 式 , 已 于 两 端 减 去 了 i 
而 右 端 是 在 焉 内 。 于 是 推出 
_ Ss—Z(1+o) 
v=—B a {s—s(r+a)] Baa | 


pp 。 
一 人 [(c 十 切 e-w-oc 十 (g—1)e tay] » 


, 这样, 左 端 现在 是 在 3 内 # 


。9366 。 


这 里 8 是 任意 常数 。 代 入 a 的 表达 式 ,得 到 
pv) =O[(v 人 II 一 2 一 1ervi2xz 十 (人 IL 一 2 十 巧 ev 三 歼 中 。 
(6.105) 
式 中 0 是 任意 的 数 。 此 时 漠 次 方程 (6.103) 的 解 是 一 维 向 量 空间 。 
(3) 非 齐 次 方程 <0 情形 
现在 考虑 方程 : 
$0) -| EG-W$Wy fs) (6.106) 
假设 号 的 指标 m%<0， 经 过 前 节 的 标准 处 理 后 , 有 
pO FP: [B+ PA = Pg (6.107) 
取 7(s) 一 了 3， 以 人 "(s) 乘 上 式 两 端 于 是 可 以 按 定理 6.4， 将 
*(s)p(s) 写 为 形式 9-(s)/g1(s), 使 上 面 的 方程 可 以 改写 为 
FB] -rg (PL "(sg+ (0) FP! Ig], 
左 端 第 二 项 可 以 写 为 两 项 的 和 ， 一 项 是 在 5 内 的 函数 ; 另 一 项 是 
天 内 的 函数 。 左 端 第 一 项 是 在 5 内 的 元 ,7"(s) 在 s-5 处 有 |n| 
阶 的 极点 (注意 w<0) ， 于 是 右 端 就 不 是 在 于 内 了 。 但 由 定理 
5.2 知 ,可 以 站 去 一 个 汉 当 的 顶 ,使 之 属于 于 是 有 


OL OL fo 

= 有 ) 起 光 r 
(6 .108) 
验证 上 式 可 以 知道 , 左 端 是 在 I3 内; 而 右 端 是 开 内 。 对 此 便 可 
以 解 得 

$0 -7 FD)-+ 
(6.109) 

1 me ot * 
PO oraolns (9+ (8) PLD): 
十 > yr} 
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容易 验证 , 在 (6.109) 的 两 式 中 不 论 ou, om,…, on 怎样 选择 , 7 [向 
和 F*[g] 分 别 是 在 五 及 天 中 , 且 满 足 (6.107) 式 。 因 此 就 推出 如 
下 重要 结论 : 

当 n 二 0 时 , Wiener-Hopf 方程 (6.106) 对 一 切 f(z) € Ls[0，, 
co) 有 解 ,但 这 些 解 不 是 唯一 的 。 任 两 个 解 之 差 必 定 是 位 于 对 应 的 
齐 次 方程 的 ln| 维 解 空间 中 。 

例 1L 求解 积分 方程 


$0) hf ee pl dy =f (oe), (6.110) 


要 求 了 Cw) 及 Co) 都 是 指数 级 增长 。 我 们 可 作 类 似 于 前 面 例 9 的 

处 理 ,得 到 : 
A A 

这 里 必 -1 一 2%，Re a>0， 上 和 g 与 例 9 中 的 表达 形式 相同 。 在 

mn<0 的 齐 次 方程 情形 ， 在 例 吉 中 已 说 明 过 了 ， 当 0<a<t 

且 Re(w+a)>0 时 ， 则 了 -区 (w) 的 指标 nm 一 一 to。 为 了 得 到 与 


(6.108) 等 价 的 关系 式 ， 首 先 在 两 合 乘 以 22 一 四 ， 并 减 去 


8 Ss—%(0—6) 

oe) ,于 是 有 | 
sS—$ota) prrpy Sol—o) pe: .Bb 
S 一 和 (于 十) [各 s—%(og— 0) 二 [网 一 s—s{a—0) 

oo s+o(1—o) 闫 B 
. s—%(g—a) P-Lg] S 一 和 (ac 一 G))， 
解 出 小 (2) 得 
bo) =7[ P+ carr "I +p A | 


=b(o)— orevsh oo—y) byayt+ 


+B'[Ca—i)e-etoe (gt+1)e--o%], o>>0, 
再 以 站 (%) 一 e ”p(w) 及 h(w) 一 ez) 代 回 , 得 到 
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7 四 - -全 全 二 | sh[、\ 江 一 办 (一 殷 ]7 DG 
p(s)=s 十 BT 一 2 一 四 ev 
十 (一 27 十 们 ev 王 到 习 ， 2>0; 
0 . WO 


滤 中 8B' 是 任意 常数 。 这 便 是 所 要 求 的 解 。 
(4) 非 齐 次 方程 名 >0 情 形 
在 第 一 节 定 理 6.1 曾经 证 明 | 
NCD) -RCL)!, (6.111) 
这 里 工 是 Hilbert 空间 中 的 线性 有 界 算 子 ， 入 (I) 是 算 子 的 零 空 
他 。L* 是 上 的 共 轿 算 子 , RCL*)! 是 LL* 的 值 域 的 直 交 补 集 。 
对 Wiener-Hopf 方程 ， 积 分 算 子 是 


Ko-| KG $dye (6.112) 
下 面 证 明 它 是 Ls[0，co) 上 的 线性 有 界 算 子 。 和 前 面 一 样 , 令 2<0 
时 ,$2) 一 0, 扩 展 p(w) 到 (一 o0,0) 上 , 而 把 这 算 子 看 成 是 Hilbert 
空间 s( 一 co，co) 上 的 算 子 , 于 是 对 (6.112) 进行 Fourier 变换 ， 
得 FIK$] ~ Nar PLR] PI 
根据 Caucohy-Schwarz 不 等 式 , 有 
IP [Ka< Vm IF [KI IPG) lz 
前 面 已 经 说明 过 ，Fourior 算 予 是 一 个 单位 算 子 ，[ 了 [1s 
=1gla。 于 是 |P[K$] 1 一 1Kgli。 因 此 
Ea< Va phe, {| CIK) ao} 。 (6.113) 
由 于 芭 (e) 的 积分 存在 , 因此 算 子 (6.112) 是 有 界 算 子 。 
在 第 一 节 中 已 提 到 , 有 界 积分 算 子 HEd= 人 刁 (w 殷 $(g) 的 共 
亏 算 于 是 
Kp=[ Ko og (ydy, 
对 于 由 (6.112) 式 定义 的 算 子 , 求 得 其 共 辆 算 了 
p269。 


Kg | Eap dy, (6.114) 
作为 前 面 结论 的 一 个 推 沦 , 可 以 得 到 下 面 的 结论 ， 
Wiener-Hopf 方程 

$0 KDW 7 (6.118 
可 解 的 充分 和 必要 条 件 是 

f(%) ER(I-K)-N(I-K")', 
等 价 地 讲 ,为 使 方程 (6.115) 有 解 ,7(z) 就 必须 正 交 于 所 有 的 峭 (z) 
E 且 [0 coo), 这 里 y(o) 是 齐 次 方程 


yo) FE-a way0 (6.116) 
的 解 。 
如 前 面 已 经 证 明 的 ,方程 (6.115) 可 以 化 为 
PP [IG] —F* [fF] = P+[g], (6.117) 
这 里 | 
i pC) =1— Van "ER (2)] (6.118) 


用 类 似 的 方法 ， 方程 (6.116) 可 以 化 为 如 下 形式 的 方程 : 
于 一 V28 PF"(K(—2))]F [= Fh], (6.119) 
其 中 CO A .2<0; 
. 0 0>0。 
由 简单 的 运算 即 知 


Fr [RKC] = - | Ce dy 
1 


一 一 一 
- | x (cz)e-iae do 


一 4 [LK (v2)]。 
于 是 (6.119) 式 可 以 改写 为 
Pls) PI] = FEh]。 (6.120) 
这 里 p(s) 是 (6.107) 式 中 出 现 的 函数 p(s) 的 共 示 函 数 。 
270， 


注意 : I 一 瑟 (o) 的 指标 是 与 当 s 从 +co 到 一 oo 时 2(9) 的 由 
角 的 变化 有 关 前 ， 若 这 个 变化 是 2nr， 则 工 - 开 (c) 的 指标 是 m 
类 似 p(s) 的 幅 角 , 应 是 在 s 从 +ce 变 到 一 oo 时 增 元 一 2nm。 所 
以 到 ( 一 人 前提 本 是 (一 n)。 对 于 n>0, 与 (6.120) 相 联系 的 指 

妹 是 一 2%<0， 由 (2) 段 的 结 黑 ， 方程 (6. 120) 就 有 个 线性 无 关 解 ， 
于 是 方程 (6.117) 仅 在 f(s) 与 (6.120) 的 这 个 线性 无 关 解 正 交 
时 才 有 解 。 

若 (6.117) 的 指标 是 负 的 ， 则 (6.120) 的 指标 是 正 的 ， 方 得 
(6.120) 按 (TD) 段 所 述 ， 它 只 有 零 解 。 这 时 (6.117) 将 对 一 切 
f(z) ETa[0 co) 有 解 , 这 便 重复 了 (3) 段 的 结论 。 但 这 结论 只 保证 
了 解 的 存在 性 。 为 了 解 (6.117), 在 它 的 两 端 乘 以 me) ,这 里 


S 一 1 
7G) 一 3 S 十 人 


得 到 wp() PIIG] -7 (FL [f=7"(s) Fi [9]。 
车 将 z"(s)p(s) 分 解 为 4q-(s)/g*(s), 上 式 就 化 为 
gq (PLLG]— C7"(s)g* (FLAD) = (rg (8) PELAD)S: 
十 mm)9 (CS) P+ Lg], 
于 是 上 式 两 端 都 必须 为 零 , 所 以 
本 TS8)0+(S) 8 [fiI1- 
Fr [I$] = E en [fi] ; 


— [v"(s)g*(s) PF* [fl]: 
ACTA 。 
显然 , 了? 荐 属于 Lz 的 ,但 了 i[g]j 可 能 不 是 了 2 的 ， 因 为 其 分 母 包 
含 项 (s 一 外 ", 于 是 在 上 半 平 面 上 存在 极点 。 仅 对 正 交 于 (6.116) 的 
所 有 解 的 那些 jc) 才 有 解 。 这 时 


$= [tg] (6.121) 


9(0) = [meresy "(9*() PL/ (6.129) 


早先 已 指出 过 , 这 个 解 存在 的 话 , 就 是 唯一 的 。 
例 12 求解 下 述 方程 
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$0) -于 | Sg) ay fo), 


f (2) E Laf0, 0), (6.123) 
并 讨论 若 要 解 存在 , 对 f(z) 需要 提 下 人 么 要 求 。 


些 题 对 应 于 在 上 节 俩 9 的 人 一 豆 情形 , 找 指数 增长 形式 的 解 。 


在 便 9 中 到 a= 一 地 (指数 衰退 ), 就 是 方程 (6.123)。 按 前 述 标准 
的 方法 , 得 到 
+ 下 


与 上 列 问题 《6. 124) 相 联系 的 ， 吻 计 算得 指标 % 一 I。 此 时 


PF-[9]— FEf]=Fi[g]。 (6.124) 


s_ 和 | S 十 3 
7(S) = 二 9 (s) =1, 9 (8) 一 并 
于 是 得 到 1 
3 7; 多 
Fr[g]— ( + )(s- 豆 ) Fr[fl 
人 
NS £2) 
人 y 2 psfg], 
5 
或 等 价 地 有 
# 1 关 
Fr[$]— FEf]- Cy [有 
9 
_ (+ 2%- 3) Zi[g]。 (6.125) 


Ct 
士 式 左 端 前 两 项 属于 Ls， 而 右 端 的 项 是 在 天 内 , 左 端的 第 三 项 
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可 以 分 解 成 在 于 内 及 在 Ts 内 前 两 项 ， 其 方法 如 下 : 标准 的 计算 - 
表明 


"Ta “可 
| 


现在 定义 函数 四 
0 ， 0i; 
E(w) -| | 


全 
2 


ze ， 0<0。 


使 得 P|- 6 + 于 


FP-[f], 
5) - 


再 令 


hs) 十 (一 护 e 7 f(y dy, “>0, (6.126) 
0 


,v0, 
0 ， >0; 
2 |e_oe 字 Jo 2<0。 
这 里 要 注意 , 当 <0 时 ,7(z) 一 0， 于 是 有 
haw) -ao) =| blo dy 


易 见 PF"[h]= FL]€ Ls, 
FPF" [hs] = P+ [ha] € Lo 
于 是 (6.125) 可 以 改写 成 
P-gp]— Ff -FLh] = — P[k] 


so + 
+ mn, 
2 
由 上 式 ,最 终 有 
。 2T73 。 


$= FO + eT fy 2>0。 (6.127) 


多 身 
g(2)=F (人 了 Fi[hs] 。 (6.128) 
[Ge (s— 过) 
碍 在 此 尚 不 能 假定 PF"*[g] € .23。 事 实 上 , 由 计算 得 
4 _1 
F*[hs] i Cry {fe f Way 


(ry 
~ i pl Te (ne 
9 VY | (or Das- 可 由 JW) 
-0 (6.129) 
由于 在 s= 所 处 是 (6.129) 式 的 一 个 极点 ，7"[g] 可 以 不 在 于 内 ， 
但 车 f(z) 满足 条 件 


" +9) of (dy=0, (6.130) 
则 (6.129) 可 化 为 


sO) = - 放 "| hed (6.131) 


十 与 
:这 样 , P”[g] € 3。 
另 一 方面 , 上 述 方程 (6.123) 的 共 轿 齐 次 方程 是 


p(w) 一 到 | ode Dy yay=0, (6.132) 
按 Wiener-Hopf 方法 , 上面 方 程 (6.132) 化 为 


CD) 2 Ch 


-= 274。 


其 指标 为 一 1。 于 是 得 到 


上 式 左 端 属于 应 , 在 适当 选择 a 后 , 右 端 也 属于 夺 。 所 以 
| 3. 


且 yo) -人 9 2>0; (6:133》 


显然 对 一 切 wm 上 式 是 方程 (6.132) 的 解 。 

由 此 可 见 , 条 件 (6.130) 对 于 保证 F"[g]€ 于 是 必要 的 。 而 
这 个 条 件 不 是 别 的 ， 正 是 .fo) 正 交 于 (6.132) 的 一 切 解 这 样 一 个 - 
事实 。 若 jw) 不 满足 这 些 条 件 , PF"[g] 已 3, 对 应 的 方程 (6.123) 
将 无 解 。 


$5 第 一 类 Wiener-Hopf 方程 


在 前 面 两 节 中 第 二 类 Wiener-Hopf 方程 导致 了 如 下 形式 的 
方程 
ps) PIO] — PLf] = FLg], 


进而 解 此 方程 是 依 癌 于 能 将 p(s) 表 示 成 一 个 比值 -3-。 由 衣 
面 讨论 所 知 , 这样 的 分 式 化 是 否 存 在 , 需要 p(s) 满足 定理 6.4 的 条 
件 lim p(s) 一 1。 类 似 的 方法 也 往往 可 以 应 用 到 第 一 类 方程 上 去 
一 许多 重要 的 物理 问题 导致 这 类 方程 。 但 是 系数 p(s) 一 般 并 不 
一 定 都 可 以 应 用 定理 6.4。 而 且 即 使 能 用 ， 也 不 一 定 有 某 种 固定 
的 格式 分 解 。 

例如 研究 方程 
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| 0-Is-Wp(Y) dy = "0 (6.134) 
0 


在 了 as[0， ce) 上 的 求解 。 
我 们 把 问题 扩展 到 Lz( 一 co， 十 oo) 上 , 为 此 令 
h(2)=0, “<0， 


we 0>0， 
7 一 于 ， <0， 


0 ， 0>0， 
3- 6 hy 站 hy, 0<0。 
0 . 
于 是 (6.134) 可 以 改写 为 3 
[epyay=f eo) +96) (6.195) 
对 上 式 运用 Fourier 道 变换 FP"。 注 意 到 


Ter-icl] 一 工 二 -lzl-f2 dxw 一 
Le 


2 1 
Vz (s+ 人 人) (s—) °° 


, 1 1 -isg J» 1 nis 
且 </ 2 [fey de yl i 


_ (1/V2r )( 一 Dn 
(S— 的 2 
粒 用 算 子 "之 后 , (6.135) 可 以 写 为 
/2 i 本 1 (— 人 "Tin! 


“GTOGTD IH i Go “P+ 
(6.186) 
上 上 式 左 端 第 二 项 是 在 厂 内 ， 右 端 是 在 于 内 。 左 端 第 一 项 在 :一 
一 处 有 极点 ， 所 以 它 不 属于 瑟 ， 此 极点 可 以 在 (6.136) 上 乘 以 


2 7 消 掉 ， 于 是 有 
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3 ， 1 (CC—D)"tinl(s+) 
元 Cs— Ty 也- [一 (8 二 人 54 一 


3 本 
— si t+[9], 


现在 条 个 左边 是 在 I3 内 ; 但 右边 不 是 在 三 内 , 因为 = 是 极点 ， 
按 定理 6.2, 可 以 从 两 端 减 去 形 如 3 的 项 , 使 得 右 端 在 天 内 。 


所 以 正如 在 前 面 例子 中 已 见 到 的 ， 这 样 的 项 是 在 Lz 内 ， 通过 这 一 
步 又 后 , 有 
2 二 (1)"*tinl (s+ 从 G 


mw (Ss— ys 到 -由 一 6 mt 一 3 二 
- 


+[gl— < oo 
这 样 由 于 Zi Ls = {0}, 便 可 以 得 到 


Ph s+ a +s Ge_ )， (6.137)， 


P+[9]= 于 8。 


对 于 (6.137) 的 右 端 ,为 了 使 其 属于 Ta, 必须 w>2 以 及 a=0, 否 
则 , 它 不 属于 La( 一 o0, 十 oo)。 对 于 nw 一 4，(6. 9) 的 有 映 光 个 让 
于 工 s，(6.184) 将 无 解 。 我 们 看 到 .%n 之 2 时 ， 


pP* (~—1)"tim!l (s+ 
有 由- 56- 入， 


与 =[ 岂 一 0 
是 满足 (6.136) 的 , 于 是 最 终 导致 (6.134) 的 解 为 
hv) = PEFLR]] 


(6.138): 


_ 《~—1) "+ 六 st piedg 
22 -om (SC—)” 


0 ， VZ<0 
-| 本 [2ncor-i 一 0( 一 1)or-9]e- vw>0,， n>2,- 
对 第 一 类 Wiener-Hopf 方程 , 还 有 待 于 进一步 的 研究 。 
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第 七 章 应 用 


奇异 积分 方程 理论 在 弹性 理论 、 汤 裂 力 学 和 众多 的 数学 物理 
条 题 等 方面 有 着 广泛 的 应 用 。 在 这 一 章 中 叙述 奇异 积分 方程 理论 
在 某 些 数学 问题 中 以 及 在 断裂 力学 中 的 若干 应 用 。 


第 一 部 分 在 一 些 边 值 问题 上 的 应 用 


在 这 一 部 分 中 论述 奇异 积分 方程 理论 在 若干 典型 的 边 值 问题 
上 的 应 用 。 


$1 变态 Dirichlet 问题 


” 设 D! 是 由 m+1 条 互 不 相交 的 简单 光滑 闲 转 道 Po，Z，…， 
“Ju 图 成 的 多 连通 区 域 ， 如 图 7.1 所 示 。 Lo 把 其 余 的 1，…, 工 ” 
包含 在 其 内 部 。 如 果 Lo 不 存在 ， 区域 D* 
就 是 带 有 若干 个 润 的 全 平面 。 记 为 = 三 
十 二 十 … 十 Dm, 并 假定 工 是 Janyaos 曲线 
(其 定义 请 参阅 参考 文献 [由 ), 且 认为 工 的 
正方 向 是 使 区 域 D* 保持 在 其 左边 的 方 
间 。 

图 7.1 Dirichlet 边 值 问题 在 区域 D+ 内 
求 一 个 解析 函数 (2), 可 连续 拓展 到 也 上 ， 使 它 的 实 部 wl, y) 满 
足 给 定 的 边界 值 条 和 件 | 


lim AC 作 =f (004), 
(B,D EEL 


这 里 (是 给 定 在 卫 上 的 连续 实 肖 数 。 
-2878 ， 


解 祈 活 数 的 这 种 边 值 问 题 , 一 般 说 来 是 不 存在 解 的 , 因为 调和 
负数 久 的 共 思 函 数 v 应 是 多 值 的 。 因 此 , H, HH, Mycxexzmsnan 提 
也 并 研究 了 下 列 的 变态 Dirichlet 问题 。 

态 Dirichjlet 边 值 问题 在 区 域 刀 + 内 求 调和 函数 ww 
急 ， 尼 在 半 区 域 Dt 十 荆 上 连续 , 使 得 它 是 在 区 域 Dt 内 解析 的 某 
个 函数 (2) 的 实 部 


vw, Y) =ReB(s), $=w+0y, (7.1) 
并 且 满 足 边界 值 条 件 
,im (or ) =f(t) +ay j=0, 1, 2, me (7.2) 


其 中 了 (由 是 引 定 在 厂 上 的 实 的 连续 画 数 ， io ui do …，qm 都 是 
在 相应 的 闵 力道 Fo， 7， Ta，…，Zo 上 确定 的 实 常 数 。 妆 D+ 是 
无 界 区 域 , 即 闭 国 道 Lo 不 存在 的 情况 下 ， 在 和 运 条 闭 国 道上 的 边界 
值 条 件 要 代 以 (mw 胃 在 无 穷 远 处 为 有 界 的 条 件 。 

下 面 要 表明 , 常数 co or，… 可 以 由 间 题 的 条 件 叭 一 地 确 
定 , 只 须 它 们 之 中 任意 地 取 定 一 个 。 我 们 就 假定 so 一 0。 此外， 如 : 
果 区 域 D+ 是 无 界 的 , 即 Zo 不 存在 的 情形 , 我 们 假设 函数 w(z， 纺 ) 
在 无 穷 远 点 等 于 零 。 

引 理 7.1 假设 在 有 界 区 域 D+ 内 调和 、 在 D+ 十 石上 连续 的 
函数 Ua, 幼 是 区 域 D+ 内 解析 函数 G(z) 一 w 十 加 的 实 部 ， 并 且 做 
设 函 数 wo 级 在 上 取 常 数值 (一 0, 1 oo)， 这 里 人 一 0， 
则 这 样 的 函数 Wo 四 在 区 域 Dt 内 等 于 堆 ， 因 而) gd 一 ae 一 … 一 0m 
一 0。 | ， 
在 闭 力道 Lo 不 存在 , 因而 区 域 D+ 是 无 界 的 情形 , 条 件 40 一 0 
要 代 以 条 件 :在 无 穷 远 点 4 一 0。 

证 明 ” 先 假设 区 域 D+ 是 有 界 的 。 以 m 表示 常数 ao wz，….， 
am 中 最 小 的 一 个 ， 如 果 有 9% 个 这 样 的 常数 ， 就 取 其 中 的 任 一 个 作 
为 @p。 | 

假设 引 理 不 正确 , 于 是 函数 Www 外 在 区 域 D+ 内 不 恒 等 于 常 
数 。 因 此 ，ay 是 函数 w(%, 9) 在 D+ 十 了 上 的 最 小 值 ， 从 而 在 区 域 
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D+ 内 处 处 都 有 不 等 式 wmw 四 >as 成 立 。 现 在 在 区 域 D! 内 ， 
可 作出 两 条 靠近 Zs 的 光滑 闭 围 道 功 和 到, 使 在 功 和 芭 上 的 函 
数 (zw， 分 分 别 取 值 mw 十 8 和 Qo+s", 而 0<e'<e"。 事 实 上 , 在 
IL 上 的 点 处 指向 区 域 D+ 内 部 的 法 线 上 截取 长 度 为 3 的 充分 小 
直线 段 1 太 ,使 当 点 处 于 Zs 的 任何 位 置 时 ,线段 4M 整个 地 属于 
D+。 当 点 t 沿 荆 , 移 动 时 , 点 用 描绘 出 一 条 连续 的 闭 围 道 。 显 然 ， 
在 整个 这 条 曲线 上 ,wa 十 se (so 是 某 个 正常 数 )。 因此 ， 如 果 选 
取 常 数 &1、 8a, 适合 0<st<sas<ao， 则 在 线段 4M 上 可 以 选取 点 如 
和 刀 ,使 函数 w(z， 急 在 点 去 和 如 处 分 别 取 值 wo 十 si 和 co 十 sx 当 
友 卫 沿 Lp 移动 时 , 点 友和 如 分 别 描绘 出 连续 闭 围 道 LD 和 了 2。 
因为 函数 w(w, 切 在 LD 和 2 上 取 不 同 的 值 , 因此 , 这 两 条 闭 转 
道 没有 公共 点 。 此 外 , 这 些 闭 围 道中 的 每 一 条 也 不 能 自身 相交 , 因 
为 否则 , 例如 IP 是 一 条 这 样 的 围 道 的 话 , 则 在 此 围 道上 取 常 数值 
az 十 el 的 调和 函数 (wy) 就 应 该 在 由 这 条 围 道 所 围 成 的 整个 区 
域内 等 于 常数 , 从 而 在 整个 区 域 D+ 内 也 是 常数 ， 这 就 与 上 面 所 作 
的 假设 相 了 矛盾 。. 在 适合 形 如 wz, 9) = 常数 的 方程 的 图 道 LP 和 
五 上 只 能 有 有 限 多 个 使 

Du _ Ou 

> yy 
欧 奇 点 。 这 是 因为 ,在 这 些 点 处 $'(z) 0; 但 是 由 于 /tz) 不 会 恒 
等 于 零 (否则 , F(z) 在 区 域 D+ 内 恒 等 于 常数 ， 从 而 v(o， 作 在 D+ 
内 也 恒 等 于 常数 ), 因此 , 在 区 域 D+ 内 是 解析 的 函数 多 (z) 只 能 有 

有 限 个 与 Dt 的 边界 保持 一 定 距 离 的 零点 。 因 为 函数 wko, 胃 是 

人 解析 的 , 所 以 LP 和 了 I 是 由 有 限 条 解析 弧 构 成 的 ， 围 道 LP 和 
2 围 成 一 整个 的 位 于 区 域 Dt 内 部 的 环形 区 域 了 3， 在 区 域内 
使 5'(z) 一 0 的 点 如 /只 有 有 限 个 。 另 外 ， 如果 se 是 适合 不 等 式 es 
<s<8s 的 任意 一 个 数 ， 那 末 ， 就 像 上 面 作出 围 道 LY 和 了 2 那 
梯 , 可 以 作出 整个 的 位 于 区 域 马 内 部 的 围 道 ZO, 使 在 LO 上 v 一 
tp 十 28。 因为 点 刀具 有 有 限 个 , 因此 , 存在 无 穷 多 个 这 样 的 数 。， 使 
-得 对 应 的 LY 不 经 过 这 些 点 2 从 而 LL 是 没有 奇 点 的 解析 围 道 。 
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现在 取 8 为 适合 这 些 条 件 的 珊 个 什 。 和 e", 就 得 出 我 们 所 要 求 的 
两 条 转 道 卫 和 Ly。 

用 了 表示 介 于 围 道 1 和 之 间 的 环形 区 域 , 以 A 一 DL,+ 区 
表示 它 的 边界 , 于 是 有 Green 公式 


[J (各 站 wm。 
成 立 。 其 中 "是 4 的 指向 之 外 全 的 法 线 。 但 是 有 
1， Eran wd Caste)| d=0, 


类 似 地 有 上 0。 
Ou _ au 加 
五- 页 "0 


因此 在 2 内 ww, 引 是 常数 , 从 而 在 整个 区 域 D+ 内 ,= 常数 。 因 
为 在 Lo 上 w=ao=0, 所 以 在 整个 D+ 内， 必定 有 u=0 以 及 < Qi— Us 
一 … 一 0 一 0。 
办 在 无 穷 远 点 为 于 是 ， 在 党 教 02 °° Um 的 最 小 者 Wy 是 负 
的 或 者 等 于 零 的 情形 ， 上 面 的 论证 可 以 不 改变 地 重复 叙述 。 如 果 
mw>0, 则 上 面 的 论证 可 以 应 用 于 函数 ~ ulw, 奶 。 这 样 一 来 , 引 理 
7.1 得 证 。 

由 此 下 理 ， 就 可 得 知 , 变态 Dirichlet 边 值 问题 至 多 只 有 一个 
解 。 现 在 ， 我 们 利用 由 MycxezamBzza 所 给 出 的 方法 来 确定 出 这 
个 解 。 
” ”把 其 实 部 是 所 要 求 的 应 数 w(w, 2) 的 解析 丙 数 儿 (2) =u(w, 9) 
十 和 w(w, 殷 表 为 Canchy 型 积分 的 形式 

Ds) ula, Y) + oolw, WD) = 二 | dr, (7.4) 


其 中 心 (中 ) 是 未 知 的 满足 H6lder 条 件 的 实 冰 数 。 代入 7 一 sz 一 res， 
就 得 到 所 要 求 的 函数 入 (4, 中 可 以 表示 为 双 层 位 势 的 形式 
| .» 281 。 


AE A et (WD 0 go, 

| | (7 .5} 
其 中 纪 是 点 zEL 处 指向 工 左 侧 ， 即 区 域 D 内 部 的 法 线 级 方向 ， 机 
(7, 1) 表示 转 道 荆 上 点 7(0) 的 法 线 方向 品 与 向 量 ? 一 蓄 之 间 的 
夹 角 ,7= jz 一 z| (如 第 一 剖 81)。 现 在 令 阔 数 (7.5) 取 在 点 6E 工 
的 边界 值 (7.2) ,按照 参考 文献 和] 中 所 说 的 双 层 位 势 的 性 质 , 就 得 
到 了 关于 /的 的 积分 方程 

pO+1| str 由 Cryo fl) + (7.6) 


或 者 记 为 
A 的 二 二 | pv) =f C0) He)， (7.6)" 

其 中 光一 aa tiE Li(j= 0, 1, 2 ,mm), += |7—t), PP nn) 表 - 
示 向 量 7 一 吉 与 入 之 间 的 夹 角 , 而 0= 0 四 表示 方向 如 和 正 Oz 
轴 的 夹 角 , 0 是 石上 点 的 弧 举 标 。 易 见 ,方程 (7.6) 或 者 (7.6)” 


是 具有 形 如 
Kl T= I cos (PF, nn) Eo © 5) 


的 弹 厅 性 核 的 redholre 更 积分 方程 这 里 0<a<1, 而 有 界 汪 数 
olt, 7z) 关 于 两 个 变量 tz 满足 H6lder 条 件 。 

如 果 积 分 方程 (7.6) 有 解 凡 ， 把 它 代入 (7 .多 式 ， 就 得 到 在 
区 域 D! 内 解析 的 函数 全 (z), 其 实 部 就 是 上 述 变态 Diriehlet 边 
值 问题 的 解 。 这 样 ， 我 们 只 要 考虑 ， 积 分 方程 (7.6) 对 哪些 常数 什 
a 可 以 有 解 的 问题 。 为 此 ， 考 虚 对 应 于 方程 (9 :6)“ 的 齐 次 积分 方 
各 


n+ 二 | akoag=o0， TD) 
容易 验证 , 这 个 方程 有 非 零 角 
1 =-On tE Ly, (7.8) 


其 中 Oi4(j 一 1 …， 2m), 是 任意 常数 ,而 Oo=0, 在 区 域 D+ 是 无 
界 的 馆 形 ， 式 (7 .8) 中 不 出 现 iE Zo 的 项 。 除 此 之 外 ， 齐 次 积分 方 
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可 (7.7) 没 有 其 它 的 解 。 事 实 上 , 如果 ywo( 四 是 方程 (7.7) 的 任意 一 
个 解 于 是 就 可 推出 , 区 域 D+ 内 的 解析 函数 


Bo 一 二 2 Heol) CT 


LT 一 
葛 实 部 在 了 上 等 于 替 , 因 之 、 
ReGole) =0, sE D+, 

于 是 ,在 区 域 Dt 内 Go(e) 一 4 4 是 实 常数 ,从 而 

GH) Ao, Bo) = DH) Holt) = Ai polt), 1E TL, 
这 样 就 有 [InBo( 引 -一 4, 1€E i, 因 之 , 在 区 域 Dt 内 InGBo(z) 一 
4, 从 而 推出 在 D7 内 Bo(2) 一 4501, 这 里 0; 是 实 常 数 。 最 后 就 
得 到 

Kolt) = (0 — Bi 0% t€E Ds. 

这 就 是 形 如 (7.8) 的 解 。 

， 积 分 方程 (7 .7) 的 一 般 解 是 下 列 mm 个 线性 独立 解 Ha， a(t), 
2 emt). 


1， 当 t€ 万 时 ; 
mw 的 -1 3 t€E I Ej 时 
的 任意 线性 组 合 

根据 Fredholm 积分 方程 理论 (参阅 参考 文献 [和 ])， 非 齐 次 积 
分 方程 (7 .6)' 不 一 定 有 和解 ， 欲 使 它 有 解 ， 必 须 而 且 只 须 如 此 选取 
常数 值 w, 使 得 积分 方程 的 个 可 解 性 条 作 满足 但 是 , 在 实际 上 ， 
这 些 可 解 性 条 件 的 构成 是 比较 复杂 的 ， 因 为 先 要 找 出 积分 方程 
(7.6) 的 相 联 齐 次 方程 的 所 有 线性 独立 解 ， 的 方 
式 选 定 了 常数 a;。 但 是 , 由 于 齐 次 积分 方程 7.7) 具有 非 零 解 ， 
会 使 得 原来 的 方程 (7.6) 的 求 镭 大 大 复杂 化 。 在 此 我 们 采用 人 
相当 简单 的 方法 来 绕 过 所 有 这 些 国难 。 此 法 是 , 把 积分 方程 (7 ,6》 
换 成 一 个 与 其 等 价 的 ， -但 是 已 经 不 包含 给 定常 数 @; 的 方程 ， 
的 对 应 齐 次 方程 没有 非 零 解 。 具体 地 说 ， 代 蔡 积分 方程 (7 6)， 
霸 另 -一 个 Fredholm 积分 方程 
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p + 二 | nro [BG wmvao=f(), 0.9) 
其 中 oc 是 荆 上 点 4 的 弧 坐 标 ， 实 西数 hb(, 切 是 用 下 列 方式 确定 
的 ， 
(TD) 6 vE Lj=l, 2，…， m); 
天 一 p. 
Cn ”对 所 有 划 的 傅 疹 
这 里 py(7) 表 示 给 定 在 五 (j 一 1 2 …。 中 上 的 任意 的 连续 实 丁 
数 , 要 求 它 满足 条 件 | 
| p(T)do #0, 《7.10) 
例如 ， 可 以 取 pf( 夫 一 革 (=1, 2 Wt mm)o 于 是 ,有 
| 四 pndgc=O EL (j=0, 4, 2, m) (7.11) 
皆 为 常数 , 且 Co 一 0。( 在 无 界 区 域 情形 , 这 个 等 式 要 去 掉 ， 而 在 上 
列 等 式 (7.1) 中 ,应 取 j 一 1, 2,，…，m)。 
现在 证 明 :; 在 如 上 选取 函数 py( 缮 后 , 对 应 积分 方程 (7.9) 的 齐 
次 积分 方程 
p+ 二 | mC)a0- [Gs DaDar=0 0.19) 
仅 有 零 解 凡人 ) = 0。 事 实 上 , 设 jwo( 介 是 积分 方程 (7.12) 的 任意 解 。 
根据 式 (7.11) 和 方程 (7.12) 本 身 , 它 在 区 域 D+ 内 为 解析 函数 
Dos) = 二 | 各 于 人 at) dr 
的 实 部 , 在 围 道 I 上 到 常 数值 


OJ, Duolr)ds = | pros) do 
| f=1, 2, .…, m, | : : 
并 且 06~0。 因 之 , 由 引 理 7.1, 在 区 域 D+ 内 , Rego(z) =0。 于 是 ， 
重复 前 面 的 讨论 ， 就 得 出 : 在 五 上 有 全 一 25(2 为 常数 )， 是 be 
~0。 把 io 人 的 的 这 些 值 代入 积分 方程 (7.12) 中 ， 就 得 到 


"| pi(T)d0 = 0, j= 一 二 2, mo 


这 样 , 按照 假设 (7.10), 应 及 =0。 从 而 证 明了 结论 。 
这 样 一 来 , 非 齐 次 积分 方程 (7 .9) 有 唯一 的 解 几 (， 这 个 解 同 
时 也 是 积分 方程 (7.6) 的 解 , 如 果 常 数 m 取 为 


“=0/=|, pW)P Cao, (7.18) 
因此 , 解析 函数 | 
60- 训 | 

的 实 部 是 变态 Dirichlet 边 值 问题 的 解 ， 即 它 满足 边界 值 条 件 
(7.2), 其 中 % 由 公式 (7,13) 确 定 。 

我 们 要 指出 , 虽然 核 45 z) 从 而 函数 (7) 依 赖 于 函数 py(7) 
的 选取 ， 但 是 由 公式 (7 .13) 确 定 的 常数 值 四 却 同 它们 无 关 ,这 是 
.因为 记 考 碟 的 变态 Dirichlet 边 值 问题 的 解 是 唯一 的 。 

假设 轨 (z) 是 区 域 D' 内 的 解析 函数 ,其实 部 Re 罗 (z) 可 以 连 
- 续 拓 展 到 工 上 , 于 是 , 函数 [Re 罗 ()]+ 在 工 上 是 连续 的 。 暂 时 假 
设 围 道 Lo 是 存在 的 。 把 函数 [Re 罗 ( 四 ]+ 作为 变态 Dirichlet 边 
值 问题 的 边界 值 条 件 (7.2) 中 的 f(t)， 则 这 个 边 值 问题 显然 有 解 
vy) 一 Re 术 (2)， 并 上 且 t=0g 一 … 一 qm 一 0 (根据 条 件 , 还 有 ae 
一 0)。 这 个 边 值 间 题 没有 其 他 的 解 。 另 一 方面 , 公式 


ws, 幼 一 Re- 误 | LL). dv 


LT—% 
也 给 出 这 个 边 值 问题 的 解 ， 其 中 上 人 坊 是 实 的 连续 函数 ， 它 由 积分 
方程 (7 .9) 确 定 ,在 (7.9) 中 (一 [Re 罗 ( 引 ]*。 于 是 就 有 


多 的 -二 | A drtio, (7.14) 


其 中 O 是 实 常数 ， 
这 样 就 得 到 下 述 结论 : 
每 一 个 在 有 界 区 域 D! 内 是 解析 的 水 数 ， 如果 其 实 部 可 以 从 
的 去 便 连 续 拓 展 到 五 上 ， 则 它 就 可 以 写 成 形式 (7.14)， 共 中 
(的 是 一 个 实 的 连续 函数 ,O 是 一 个 实 常数 。 
由 推导 过 程 可 看 到 : 对 于 给 定 的 函数 罗 (%), 函数 多 ( 引 在 内 部 
。285…. 


力道 了 1 Ls, “0 Ln 上 可 以 确定 精确 到 只 差 一 个 任意 实 常 数 , 而 
在 围 道 6 上 ,上 全 是 可 以 唯一 确定 的 ， { 实 常 数 C 也 是 完全 确定 
的 。 

在 区 域 D1 是 无 界 的 情形 , 即 力道 Lo 不 出 现 ,这 时 易 见 , 在 对 
函数 图 (x) 仍然 加 上 前 面 假设 的 那些 条 件 下 , 有 表达 式 


多 的 一 二 | Dart (0) 


其 中 w 人 是 实 的 连续 函数 在 围 道 瑟 (7 一 了 2 … 上 , 它 可 以 
确定 精确 到 差 一 个 任意 实 常数 。 

在 一 些 具有 实际 意义 的 情况 下 , 需要 把 变态 Dirichlet 边 值 问 
题 的 解 表 成 一 个 单 层 位 势 的 形式 ， 这 时 还 可 给 出 奇异 积分 方程 理 
论 的 一 个 简单 而 直接 的 应 用 。 下 面 就 来 讨论 这 一 问题 。 

现在 , 我 们 取消 在 前 面 论述 中 所 规定 的 补充 条 你 wo 一 0， 也 即 
， 假设 在 变态 Dirichlet 边 值 问题 中 计 出 瑰 的 庄 常数 wo aa， aa …， 
am 中 的 任 一 个 都 没有 事先 给 定 。 

我 们 要 找 边 值 问题 能 表 为 

ww, y) = Re S$ (2) 《7.1) 
的 解 , 其 中 的 解 桥 函 数 画 (2) 表 为 形式 。 


G(s) -+ LO go df i ag, 7. 
LT—3 .. mv. 大 省 一 分 


这 里 的 /的 是 满足 Hilder 条 件 的 未 知 实 函数 。 
这 样 ， 就 把 所 要 求 的 函数 vl%, 办 表 为 变 套 单 着 位 势 的 形式 
ee (7.16) 
其 中 7% ==|z 一 ?|。 易 见 ， 所 考 泣 故 边 值 问题 不 可 能 有 两 个 都 
能 表 成 形式 (7.19) 和 (7 .1) 的 不 同 解 。 事实 上 ， 如 时 在 国道 工 。 
上 , [Re @(#)1 =a(I=0, 1, 2 , 1m), 这 里 锭 为 常数 ， 则 
常数 二 00=01 = =m. 
但 是 , 这 时 根据 Lo0xsonxnh-Plemelj 公式 ,有 
[Re B(2)1*= [Re $C)]”, t€EL, 
:从 而 可 以 得 出 在 区 域 D7 内 也 有 | 
.236 . 


ReG(e) 一 常数 一 ao 一 四 一 … 一 mo 
另外 , 显然 有 下 (co) 一 0 于 是 

co 一 0 一 … 一 mn 一 0 ReG(z) 三 0。 
当 围 道 Lo 不 出 现时 , 这 里 的 讨论 也 是 成 立 的 ; 但 在 这 种 情形 下 , 应 
该 规定 了 一 十 人 … mm 

. 把 式 (7.16) 代 入 边界 值 条 件 (7.2) 中 , 并 注意 到 
[Ro SOI+ = | ~ 全 2 or， 

就 得 到 积分 方程 

#), pa +a, (7.17) 
这 里 假设 f(D 是 满足 H6lder 条 件 的 已 知 实 函数 , 在 Zi 上 ,a(t) = 
Gd 一 常数 , 当 有 Ls 时, I=0, 1 2 0 当 0 不 出 现时 ， j=1, 
2,…，m。 和 前 面 不 同 的 是 ， 此 时 并 没有 规定 a。=0。 积分 方程 
(7.17) 的 左 端 是 Cauchy 型 奇异 积分 算 子 。 事 实 上 , 设 6=0(G 7) 
一 arg(z 一 芒 , 则 把 式 

lnr=]ln(z— i0 


中 的 t 看 成 常量 ,将 它 对 微分 ,得 出 
ar QT 
人 (加 Ty 7 一 上 


一 和 GO， 


久 此 有 
1 ( (四 (oa 工 
3 rrr a rt ble) hr, 
(7.18) 


这 里 go 是 古 上 点 z 的 弧 坐 标 。 但 是 ， 由 于 天 是 amyaop 曲线 ,所 

有 00"_ Kolt, 7) 

do Tr 

Kolt, 7?) 在 荆 上 关于 t 和 zz 满足 H6lder 条 件 。 因 此 , (7.18) 右 端 

第 一 项 是 该 奇异 积分 算 子 的 特征 部 分 。 易 见 ; 奇异 积分 方程 (7.17) 
的 指标 等 于 零 , 也 就 是 说 , 它 是 拟 Fredholm 型 奇异 积分 方程。 

方程 (7.17) 是 实 的 奇异 积分 方程 ， 在 研究 它 时 ， 仅 就 实 函 数 
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(0<a<l), 和 


玉 的 来 讨论 就 可 以 了 。 它 前 对 应 齐 次 积分 方程 


1 HZ) 
十 |. T(t, 了 ) dr=0 . (7.19) 


量 然 具有 下 列 形式 的 解 
L(t) =0% tED. 
这 里 0; 是 任意 实 常数 , 当 Lo 存在 时 , 7 一 0 1，2,…，m; 当 Lo 不 
出 现时 , 7 二 1，2,，，…，m。 此 外 , 这 个 奇异 积分 方程 (7 .19) 不 会 有 
其 他 的 解 。 事 实 上 , 如 果 (是 方程 (7.19) 的 任 一 个 解 , 则 有 
0= [RoB (1+ = [Tm CD)]”, 


这 里 的 -= 吉 | 和 攻 m-50， 


因此 在 了 上 ;w= 二 证实 了 我 们 的 名 和 . 
现在 用 上 而 的 尖 亿 方法 外 理 沪 里 前 厅 轩 积分 方 矢 ( 区 )， 即 
以 奇异 积分 方程 : , 
二 | 二 dr 一 上 El, Deo) (0.20) 
来 代替 方程 (7.17), 其 中 oc 是 荆 上 点 7 的 弧 奉 标 , 辅助 核 有 (5 了) 
是 由 下 式 确 定 的 函数 | 
P17)， 当 包工 均 在 荆 上 时 ; 


hb, ) -{o. 对 所 有 其 他 情形 。 
这 里 的 py( 丰 是 任意 取 定 的 实 的 连续 画 数 , 对 它 所 项 的 叭 一 条 件 是 


| pi(z)do 夫 0， 


当 有 Zo 时 ， j=0, 1，2,…, m; 当 不 出现 时 ， j=1, 2 ,mho 
《与 用 双 层 位 势 解 变态 Dirichlet 边 值 问 题 时 所 作 函 数 k($, 75) 的 
差别 仅仅 在 于 : 当 5 都 位 在 L。 上 时 , 这 里 并 不 假定 (7) 一 0,) 
接着 可 以 进行 同 前 面 完 全 类 似 的 推导 ,就 可 得 出 结论 ; 对 应 奇 
异 积分 方程 (7.20) 的 齐 次 方程 没有 非 零 解 。 这 就 意味 着 : 与 它 相 
联 的 齐 次 方程 也 没有 非 零 解 , 因为 在 目前 情况 下 , 奇异 积分 方程 的 
指标 为 零 。 因 之 , 非 齐 次 奇 司 积 分 方程 (7 .20) 一 定 是 可 解 的 。 
as。 288 。 


求 出 奇异 积分 方程 (7 .20) 的 解 后 ， 就 得 到 一 个 确定 的 函数 
nb), 而 常数 % 由 下 式 给 出 ; 


“et pocoaa 
这 里 , 当 存 在 Lo 时 ,了 一 0， 于 2 0 当 五 不 出 现时 , j 一 二 2, 


No 

这 样 一 来 ， 问题 六 得 到 了 解决。 在 Po 不 出 现 ， 即 在 无 界 区 
的 情形 , 解 在 无 穷 远 点 显然 取 零 值 。 在 有 界 区 域 的 情形 , 如 果 欲 使 
得 在 围 道 ze 上 能 精确 地 有 "= 妃 则 共 要 用 一 oo 公营 原来 的 4 就 
可 以 了 。 

上 面 的 辅助 核 帮 人 站 法 要 到 积分 广 各 交角 LD)， 
但 是 ,常数 @y 和 (bz) 的 选择 是 无 关 的 。 

此 外 ,容易 看 出 , 如 果 在 区 域 D* 内 是 解析 的 泣 喜人 存在 
着 满足 H6lder 条 件 的 [Re 罗 (2)]* ' 则 有 


人 的 = 二 | 2 ， dr+O+iO', 


其 中 (是 泣 尽 H6lder 条 件 的 实 函 数 ，C 和 0" 都 是 实 常数 , 常 
数 O 是 完全 确定 的 , 而 函数 (7) 在 每 一 条 围 道 上 被 确定 精确 
到 差 一 个 常数 项 。 在 了 + 是 有 界 区 域 的 情形 , 在 Lo。 上 对 v7) 补充 
一 个 适当 的 实 常数 ; 可 以 使 得 0 =0， 从 丽 有 


-at0 
这 样 , 函数 >(z) 在 Lo。 上 是 完全 确定 的 , 而 在 (j=l 2,…, m) 


上 , 它 可 以 确定 精确 到 差 一 个 常数 项 。 在 D?* 是 无 界 区 域 , 即 围 首 
三 不 出 现时 , 显然 有 0 二 iO' 一 罗 (oo), 从 而 


到 的 一 二 | 2 drty (eo), 
且 z 7 在 也 上 可 以 确定 精确 到 差 一 个 常数 项 。 
有 了 变态 Diricohlet 边 值 问题 后 ,就 可 以 解决 经 肉 的 Dirichlet 


边 值 问题 了 。 . 
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$2 多 连通 区 域 的 Riemann_Hilbert 边 值 问题 


在 第 二 章 8$ 6 中 曾 讨 论 过 单 连通 区 域 上 的 Riemanp-Hilpbert 
边 值 问题 的 求解 。 现 在 讨论 多 连通 区 域 的 情形 。 

以 D’ 表示 平面 上 m 十 1 条 互 不 相交 的 简单 光 潜 .Taryronp 闭 
国道 Ze To 工 ,，…，, 所 围 成 的 m+ 连通 区 域 ，IL。 把 其 余 的 
m 条 Za To …， To 冰 包 含 在 其 内 部 。 记 工 = Lo+ 了 十 IL 二 
十 Ln, 它 的 正方 向 规定 是 使 D+ 保持 在 其 左 侧 的 方向 。 如 果 Lo 不 
出 现 , 区 域 D+ 就 是 个 无 界 区 域 。 以 D- 表示 D+ 十 荆 关 于 全 平面 
葛 补 区 域 , 它 不 是 个 连通 域 。 

Riemann-Hilbert 边 值 问题 求 在 区 域 Dt 内 解析 ,可 以 
连续 拓展 到 荆 上 的 函数 而 (四 一 wu(z) 十 bv(2)) 使 之 满足 边界 值 条 
入 

Re{ [alt) 十 总 O12} oi) — BC v(t) = ci)， 
teL (7.21) 
这 里 a (从 、 5 人 的 和 CD) 者 是 给 定 丰 荆 上 满足 HOlder 条 件 的 实 鸽 
函数 。 如 果 Dt 是 无 界 区 域 ， 即 Lo 不 出 现 ， 则 在 Lo 上 的 条 件 
(7.21) 应 该 代 以 要 求 柬 数 态 (g) 在 无 穷 远 点 为 有 界 。 
4( 妨 和 2(z) 或 者 和 一 (的 十 冶 ( 鸭 称 为 边 值 问题 (7.21) 的 
系数 ， “人 则 做 自 由 项 。 不 失 一 般 性 ; 可 以 认为 
0(t) + (=1, EL, . 

我 们 把 待 求解 析 函 数 BD() 表 为 具有 实 密度 (的 Cauohy 

型 积分 


5 人 =- 古 [ 4 de (7 .22) 


这 里 上 人 思 是 在 每 条 闭 围 道 (7 一 1，2,…,m) 上 精确 到 一 个 常数 
加 项 的 实 值 函数 , 0O 是 由 函数 (2) 单 值 地 确定 的 实 常 数 。 

为 了 下 面 论述 简便 ， 我 们 把 被 加 项 C 表示 密度 jC) 的 积分 。 
在 内 边界 闵 围 道 ，Ls，…，Lm 中 分 出 任意 一 条 , 例如 说 是 万， 
-s 290， 


并 且 如 此 选取 实 常数 使 以 下 等 式 成 立 , 
o-| [u(r) +aldo, 

这 里 o 是 Ln 上 点 ?的 弧 举 标 。 这样, 由 pl) 十 代替 闭 围 道 Fa 
上 的 密度 wGD ， 而 在 其 余 药 边界 闭 国道 万 Te， …， Ls 上 的 
&( 力 不 变 , 就 得 到 者 达 式 。 

7 Pest PL 
这 时 , 密度 4() 在 Ln 上 完全 确定 , 而 在 其 余 的 Ls …，Ln-1 
上 精确 到 任意 的 一 个 加 项 

Oi (从 十 COa1a (2) 十 … Om ora (全 3? 

其 中 O01，0Os,，…，Om-1 是 任意 实 常 数 , 而 | 

中- 人 当 tE LI= 1, 2 m1); 

者 其 他 闭 力道 FE。 
根据 Coxoimait-Plomejj 公式 对 函数 (7. 28) 取 边界 值 ， 并 代入 边 
界 值 条 件 (7.21)， 就 得 到 关于 实 函 数 户 ( 维 的 积分 方程 
sa(DOpGO +TRel OED | ma 
5 上 nr) do =6(f, (7.24) 
因为 a2( 引 十 BC 三 1， 所 以 上 列 积分 方程 (7.24) 是 标准 的 奇异 积 
分 方程 。 . 
奇异 积分 方程 (7.24) 的 相 联 齐 次 方程 是 . 
Kv=a(Dy(t) — -Be[< 人 | et + Ge) vr) rz 


um ,5(o) Cr)do = 0; | (7.25) 


其 中 8 是 点 经 卫 的 弧 坐 和 标 , 而 ， 
pm {ee 
\0， 在 其 余 闭 围 道上 。 
奇异 积分 方程 人 7. 中 ) 也 是 对 应 于 某 个 Riemann_Hilbert 边 
值 问题 的 积分 方程 。 事 实 上 , 设 积分 方程 (7 .25) 有 解 v(t), 在 区 域 
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也 内 考虑 Cauchy 型 积分 


0) -二 vn) A (7.29) 
利用 Coxoangai-Plemelj 公式 , 方程 (7.25) 可 写 为 形式 
Re[? (BC)] =pmC?) {BCs)» (ao, (7.27) 


按照 条 件 , 由 式 (7.26) 确 定 的 函数 全 (Gz) 在 D+ 的 补 区 域 D- 内 解 
析 。 因 之 , 等 式 (7.27) 是 对 于 m+ 个 单 连 通 区 域 Dr，Dz,…， 
.D; (分 唱 是 闭 力道 三，L，…，L, 的 内 部 ) 和 D5 (在 闭 国道 
的 外 部 , 如 果 Lo 存在 的 话 ) 的 Riemann-Hilbert 边 值 问题 的 边界 
值 条 件 。 在 这 些 边 值 问题 中 , 对 于 区 域 Di，Dz，…，Da-1 是 内 部 
齐 次 问题 ,对 于 区 域 25 是 内 部 非 齐 次 问题 ， 而 对 于 区 域 D5 是 外 

部 齐 次 问题。 
现在 证 明 , 所 有 的 边 值 问题 (7.27) 只 能 有 零 解 。 考 察 积分 


AOR Le s€D; (j=0, 1, B+, 8), (7.28) 


其 中 B(x) 是 边 值 问题 (7. 氏 ) 的 解 ,而 积分 的 路 径 不 越 出 范围 D 
十 7 #€ Li 当 w=t€L(I=1, 2, …， m 一 1 时， 积分 路 径 取 在 
石上 , 并 且 注 意 到 边界 值 条 件 (7.27), 就 有 


Rew(t) -| ae 说 (amv (odo = oac 一 0。 


出 此 就 推出 z€ED7 时 轩 /(z) 二 0 (j=1, 2 …， mm 一 1), 因 之 多 (z) 
=0,2€E D7 (J=1, 2 m—1), I 
在 j=m 情形 , 从 (7.29) 和 (7.28), 有 
Re (t) -| Re{B(Cr)v (Co)lao 


一 |.5G)vCDac (孤城 的 长 度 )。， 


上 列 最 后 一 个 等 式 的 左 端 是 单 什 琢 数 ， 右 端的 约 长 可 以 依 赖 子弹 
行 曲线 Fo 的 次 数 而 改变 ， 因 之 这 个 等 式 只 有 在 注 足 条 件 


| 5orCoac- 0 ， 2 
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时 才 可 能 。 这 样 , Rezgm 人力 一 0 i€ Lm 而 因 之 多 mn(2) = 0 是 
实 常数 , 把 它 代入 (7.28), 并 求 微 商 , 就 得 出 多 (z) 二 0, z€ Di。 

最 后 , 考虑 对 区 域 D5 的 情形 。 这 时 , 把 积分 (7 .26) 在 无 穷 远 
点 的 邻 域内 展开 成 级 数 , 并 注意 到 等 式 (7 .29), 得 到 


| $0) = 二 |， cz)y(z)aa 二 + 
从 而 按照 残 数 定理 , 有 
| Su= -31 Dr 


因 之 To (dt= 0, 
但 是 , 从 等 式 
Re 多 人 -| Re [G(r)r (0o)] do =0, tc Lo 
可 推出 Re| Gd =, 
所 以 ,Ba=0, z 


这 就 说 明了 由 等 式 (7.28) 所 确定 的 区 域 D5 内 的 丽 数 多 o(z) 是 意 
值 的 。 由 于 Reo(t) =0, tiE Zo, 则 在 .D5 内 有 名 (2) 二 0。 

这 样 一 来 就 证 明了 : 对 区 域 D- 内 的 所 有 的 点 % 作 (z) 二 0。 从 
而 得 出 Cauchy 型 积分 (7.26) 的 密度 函数 是 某 个 在 区 域 D+ 内 解 
杭 的 函数 w+(e) 的 边界 值 ,也 即 


D2 sg .a0) 
这 样 , 就 得 到 
vt) = 8) [se(D) ~ p!(t), 

因为 相 联 方程 《7. 25) 是 实 方程 ， 可 以 认为 它 的 解 “的 是 实 信 画 数 ， 
从 而 得 到 

Re{%t’(s) [a 四 一 名 GeprG] 0 .81) 
这 是 一 个 关于 函数 p+(z) 的 Riemann-Hilbert 边 值 问 题 的 边界 值 . 
。"9083 。 


-条件 。 我 们 把 边 信和 问题 人 7， 3 了 ) 称 为 原先 边 值 问题 (7 .21) 的 析 联 问 
题 。 ， 

解 出 了 奇异 积分 方程 (7. 24) 后 ， 按照 公式 (7 .8)， 就 可 求 得 
Riemann-Hilbert 边 值 问题 (7.21) 的 所有 的 解 。 因 此 ， 研 究 边 估 
问题 (7.21) 的 可 解 性 问题 ， 归 结 为 首先 研究 奇异 积分 方程 (7 .24) 
的 可 解 性 ， 其 次 是 阐述 对 应 奇异 积分 方程 (7. 2 的 任意 钱 能 下 有 
边 值 六 于 的 解 。 

考虑 奇异 积分 方程 (7 .24) 的 齐 次 积分 方程 


Kn= can Role 406001 A a 


_b0) | u(rdoe=0, (7.39) 
它 对 应 于 齐 次 Riemann-Hilbert 边 值 问题 (el) 二 0 的 情形 )。 现 
在 证 明 , 方 程 (7.32) 有 m 一 1 个 非 零 解 ,这 些 解 对 应 于 齐 次 边 值 问 
题 的 零 解 (Cz) 二 0)。 事 实 上 ,把 积分 方程 (7.32) 改 写成 

lim » Re{ fa 十 0 人] [去 |.# LD + DL ] 一 0， 


了 于 是 类 似 于 在 上 -_ 节 讨 论 求解 方程 (7。 四 那样 ， 易 知 函数 
0) -位 当 1€L, j 二 1 2 ms | 
0, 在 其 他 闭 围 道上。 
是 方程 (7- 32) 的 解 ， 对 应 于 这 些 解 ， 公式 (7 :23) 给 出 重 等 于 零 的 
函数 瑟 (c)。- 从 而 推出 齐 次 Riemann-Hilbert 边 信 问题 的 解 的 
数目 比 相 应 的 齐 次 积分 方程 的 解 的 数 自 少 m 一 1 个 。 
设 是 齐 次 积分 方程 (7 .32) 的 解 的 个 数 , 以 7 表示 相应 的 齐 
次 Riemann-~Hilbert 边 值 问题 的 解 的 个 数 , 于 是 按 上 面 所 述 , 有 
bh—1l=m-—1, (7.33) 
以 8 和 VY 分别 表示 相 联 积分 方程 (7.25) 和 相 联 Riemann- 
Hbert 边 值 问题 (7 .31) 的 解 的 个 数 ,于 是 由 等 式 (7.30)， 对 应 于 
相 联 积分 方程 (7 .25) 的 每 一 个 解 ,就 有 相 联 Riemann-Hilberit 边 
值 问题 (7 .31) 的 一 个 确定 的 非 零 解 ,因而 有 
; . | ， 1 一 办 2 (7.34) 
< 094 。 


现在 计算 奇异 积分 方程 47 39) 的 指标。 为 此 , 要 分 出 它 的 特 - 
征 部 分 。 因 为 


dr 全 560， 
Tt 


其 中 r=|v—t|, 0=arg(r—), 于 是 ， 积分 方程 9.32) 可 写 
Kya(Dp) + pO E+ oi 


-50 p(w) do =0, (7.35) 


积分 | (w)a9 是 双 层 位 势 的 形式 , 由 于 假设 边界 荆 是 Janyron 申 
线 ,所 以 这 个 积分 不 是 奇异 的 ; 项 | ,jw( 可 -5 是 奇异 积分 , 所 以 积 
分 方程 (7 .35) 可 写成 

Kn=0e(D) u(t) + dv 


Ae = | ww)a0 


-20 zla=0。 


因此 , 相应 前 Risamann 边 值 问题 的 系数 是 


_ 4 C—O 
9 = TF) 


因 之 ,奇异 积分 方程 (7. 33 的 指 拭 未 等 于 
d (02 —20 (1!) 
dG Ta 

这 里 x=Ind[fe 失 一遍 扑 ]=Ind%( 呀 做 Riomann_ Hilbert 进 

值 问题 (7 .21) 的 指标 。 再 计 算 相 联 Riemann~Hilbert 边 值 问 题 

(7.31) 的 指标 

w=Ind{y(s) [elt) + DD} = — Ind/(s) x, 


但 由 于 | dhe metat 


a 是 边界 曲线 工 在 点 处 的 切线 同 横 轴 正 向 的 夹 角 ， 当 点 + 以 正 
方向 绕 行 外 部 闵 围 道 时 ,# (s) 的 幅 角 得 到 增 量 2r， 而 当 点 七 以 正 . 
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一 2x， 


方向 绕 行 各 内 部 闭 围 道 时 ,六 (s) 的 幅 角 得 到 增 量 一 2x, 因 之 ， 
Ind#() =1—m, 


从 而 ， . . 
x 二 一 x 十 mm 一 1。 (7.36) 

根据 奇异 积分 方程 的 Noether 理论 ,有 

B—hb =2x, 


注意 到 关系 式 (7. 28), (7.34) 和 (7.36), 就 得 到 
i—V=h—h—(m—1)=2%— (m—i)=x—, 
这 吏 是 说 , 互 为 相 联 的 Riemann-Hilbert 边 值 问题 的 线性 独立 解 
前 个 数 之 差 等 于 它们 的 相应 指标 之 差 。 . 

利用 奇异 积分 方程 的 Nosther 理论 , 就 可 以 得 到 下 列 结果 . 

相 联 的 齐 次 Riemann-Hilberi 边 值 问题 人 7.2) 和 (7.31) 的 
着 的 个 数 1 了 入 之 差 等 于 

Vox (mt 
-如 果 x 过 0, 或 者 wx 之 2w 一 1 则 
i=max(0, 2x—m+t1)。 
为 使 非 齐 次 Riemann-Hilbert 边 值 问题 (7.21) 可 解 , 充分 和 必要 
急 件 是 满足 了 个 等 式 
| GeG ipt a=0, -DT 3 

其 中 财 人 的 是 相 联 齐 次 Riemann-Hilbert 边 值 问题 (7,31) 的 线性 
独立 解 的 边界 值 。 

对 于 * 一 0 x 一 mm 一 二 的 情形 以 及 HH. 耳 , Begya 称 之 为 奇 措 
情形 的 0<x<m 一 14， 这 里 都 不 讨论 了 。 感 兴趣 的 读者 ,请 参 闵 有 


关 的 论文 ,在 专著 [8] .[69] 中 曾 概 述 了 这 方面 的 若干 结果 , 并列 出 
了 一 些 文献 。 


$3 Bekya ij 边 值 问题 


设 D? 是 由 一 条 简单 的 光滑 闭 围 道 工 所 国 成 的 有 办 区域， 并 
<2396 。 


投了 是 .Iany8oa 其 线 , 取 逆 时 针 方 向 为 其 正方 向 。 以 忆 r 表示 D+ 
十 五 对 全 平面 的 补 区 域 ， 即 五 的 外 部 无 界 区 域 。 政 . 瓦 . Berya 提 
“ 竺 并 解决 了 下 述 边 值 问题 。 

边 值 问题 : 要 求 在 区 域 Dt 内 确定 出 一 一 个 解 闻 画 数 务 (9 它 有 
“直到 阶 的 导数 路 (z), 7 所 mm。 使 导数 的 边界 值 
DH = EHP! (OIEm) 
在 五 的 每 一 点 十 处 满足 线性 积分 关系 式 2 


Re{ 访 a BH) + ib TB Gao) - f 区， @ .37) 


(BO = ) 其 中 Gol), qi( 有 )，…, am(t) 都 是 给 定 在 荆 上 消 
足 Holder 条 件 的 ( 复 ) 流 数 , 有 y(t 四 是 可 以 表示 为 形式 

htt 7) = 各 (hz 和 , 0<a<1 
的 ( 复 ) 画 数 , 这 里 网 (人 中 是 定义 在 iEL， rEI 上 关于 两 个 变量 
满足 Hder 条 件 的 函数 ，0 是 点 5E 荆 的 约 坐标 ， 而 了 (是 给 定 
在 .上 满足 Hder 条 件 的 实 浮 数 。 

-这 种 边 值 问 题 比 Riemann-Hilberi 边 值 问题 广泛 得 多 , 而且 
著名 的 Poincaré 边 值 问题 ( 见 下 一 节 ) 也 是 它 的 特殊 形式 。 因 之 ， 
这 娄 边 值 问 题 有 时 称 之 为 广义 的 Riemann-Hilbert-Poincare 边 
值 问题 , 或 者 称 为 边 值 问题 也 , 即 Bekya 边 值 问题 。 

在 边 值 问题 广 中 , 要 假设 2”) 在 荆 上 满足 H6lder 条 件 ， 
从 而 ,所 有 的 OD(j<m) 亦 都 应 该 满足 了 5lder 条 件 。 此 外 ,我 
们 假定 ,坐标 原点 位 于 区 域 了 内 。 - | 

对 于 齐 次 边 值 问 题 辽 , 即 (7.37) 中 了 GQ)=0 的 情形 ,有 下 述 性 
质 : 如 果 于 (z)，Ba(z),，，…，Bn(z) 都 是 这 个 边 值 问 题 的 特 解 , 则 它 
们 的 任何 实 常 数 CT， O2， “0 Oy 系数 的 线性 组 合 

O11 (2) 十 OaGa(2) 十 十 CE 
也 一 定 都 是 解 。 因 此 ， 在 这 里 要 把 线性 组 合理 解 为 实 (常数 ) 系 数 
的 线性 组 合 ， 并 且 把 线性 相关 性 和 线性 独立 等 也 理解 为 是 在 实数 
域 上 考 虐 的 。 | 


。397 。 


.为 了 解 边 值 问题 了 。 我 们 采用 把 边 值 问题 归结 为 奇异 积分 广 
程 的 方法 来 研究 。 

注意 : 在 边 值 问题 了 的 边界 值 条 件 (7 .37) 中 , 不 仅 出 现 未 知 
函数 本 身 的 边界 值 ， 而 且 还 出 现 求知 函 数 的 站 到 mw 阶 导 函数 的 边 
界 值 ,因此 , 在 考虑 这 类 边 值 问题 的 求解 时 , 要 有 能 表 出 一 个 已 给 
的 解析 函数 的 逐次 导 函 数 的 积分 表达 式 就 方便 了 。H. H. Begya 给 
出 了 这 种 表达 式 。 

引 理 了 .2 (IH. 百 .Begya 的 积分 表达 式 ) 假 设 在 区 域 Dt 内 是 
解析 的 光 数 钱 (2) 的 mm 阶 导 治 数 在 石上 的 边界 全 满足 HOlder 条 
件 , 则 涵 数 三 (z) 可 以 表示 成 下 列 形式 ， 


当 m 一 0 时 ,有 
G2) = | Le do +i0, (7.38)》 
1 一 交 
当 m 之 1 时 ,有 
se)=|, pn) ln (= 三)ac+| (md 十 bO， 


(7.39) 
其 中 是 卫 上 的 点 了 的 乡 玲 标 ,N( 共 是 满足 HHOlder 条 件 的 实 函 
数 ,O 是 实 常数 , 4( 引 和 OQ 可 以 由 全 (2%) 唯 一 地 确定 。 式 (7.39) 中 
的 对 数 In(1 一 名) 理解 为 ， 对 于 给 定 的 z， 当 8g 二 0 时 取 值 为 替 的 那 
一 个 分 支 。 
我 们 从 m=0 的 情形 开始 证 明 引 理 7. 2。 注 意 


do=(v) dvr=7T dr 


这 里 : 可 gd dy 


于 是 ,就 可 把 式 (7.38) 改 写成 


> 1 f 2nd (2) TT 。 
Go -_- 土 人 2 
的 = 机 站 一 人 dr 


__1 人 rztz 十 外 dr 
2xr0 T—2 


根据 Cauehy 积分 公式 ,函数 区 (人 在 每 一 点 z€ Dr 可 以 由 它 的 边 
界 值 B+(f) 按 公式 


B (2) 一 1 二 | Go dv 


2prg JL 了 7 一 多 
表示 。 因 之 , 按 第 二 章 81 所 述 ， 待定 实 函数 wz) 和 实 常数 0 应 
该 满足 关系 式 
2xédu (rTT OBi(s) 0 (vy), TEL, 7..40) 
其 中 8-(z) 是 菜 个 在 外 部 区 域 D- 内 解析 , 可 以 连续 拓展 到 工 , 上 ， 
且 丰 天 穷 和 点 下 信 为 雷 的 数 人 (前 过 界 信 。 记 Ds( 扣 0 人 + 
20, 则 本 数 00( 四 应 该 在 无 穷 远 点 取 纯 赚 什 , 且 在 工 上 适合 边界 值 
条 件 
Re [9]-a - [| 


这 样 ， 就 得 到 一 个 关于 区 域 D- 的 Rismann-Hilhbert 边 值 问 


题 
Ref [ev) + Q(T)}=e7), wvELD, (¥ .41) 
其 中 a(W) Tod(D) = t=, 


co(7)=Re [Sh 


易 见 , 边 值 问题 (7 .和 4) 的 指标 等 于 零 ， 因而 它 总 是 有 解 的 ， 其 解 可 
表 为 
Qe) =w(D) + Acos (Do 
其 中 w(%) 是 边 值 间 题 (7. 包 ) 的 确定 的 特 解 ， (2) 是 相应 的 齐 次 
边 信 问 是 | . 
Re[T or so]-。 - 1 4 
药 特 解 ,4 为 实 常数 。 常 数 4 要 这 样 选取 : 使 ReQoloo) 一 0， 也 即 
Bololo0) + Aoi(o0)] = 0， 这 是 可 能 的 ， 因 为 齐 次 Riemann- 
。299 。 


Hilbert 边 值 问题 当 其 指标 等 于 零 时 前 解 是 处 处 异 于 零 的 。 因 此 。 
ma(co) 尖 0。 此 外 ,从 (7 .42) 得 出 


0—Re | 全 (CD go — Re[l2ndow (co)], . 
L 7 Lr T 


因而 Tmoa(co) =0。 这 样 ,我 们 就 知道 , on (co) 是 异 于 零 的 实数 。 
从 而 常数 4 就 完全 被 确定 了 。 显 然 , 由 公式 (7.4 和 0) 确定 的 函数 
4(7z) 是 满足 H6lder 条 件 的 。 | 
这 样 一 来 ,在 m=0 的 情形 , 引 理 就 得 到 了 证 明 。 从 上 面 的 推 
导 过 剖 可 以 厦 出 ,在 式 (7.38) 中 的 Jj?) 和 0O 都 由 函数 (2z) 唯 一 
地 确定 ,并 且 只 要 假定 凡 (o) 是 实 欧 连续 丽 数 ， 也 容易 证 明 表 达 式 
(7.38) 的 唯一 性 ( 见 下 面 )。 
”现在 考虑 mm 工区 情形 来 给 出 引 理 7.2 的 证 明 ; 我 们 首先 指 
出 ,只 要 py(7) 满 足 Holder 条 件 , 则 式 (7.39) 的 右 端 实际 上 就 是 
一 个 在 区 域 D+ 内 和 解析 ,其 多 阶 导 函数 的 边界 从 也 满足 Hilder 条 
件 的 函数 。 事 实 上 , 式 (7.39) 经 过 m 次 求 导 后 ,有 


DH) = C1)"m— I)! J 


Cr 
=(—1)"”"(m—1)! | ds, 
从 而 结论 得 证 。 

其 次 要 证 明 , 如果 表 达 式 (? .39) 成 立 , 则 在 给 定 了 函数 Cz》 
之 后 ， 就 可 以 唯一 地 确定 出 实 函 数 jw(z) 和 实 常数 CO, 而 这 可 归结 
为 ; 如 果 对 于 区 域 D* 内 所 有 的 点 2, 均 有 

| pn)(1-2) In(1- 二 ) do + pdar ti0-0 

(7.43》 
就 一 定 有 (2) 一 0。 从 而 显然 也 应 有 0 二 0。 下 面 证 明 这 一 点 ， 此 . 
时 ， 只 需 假 设 上 (z) 是 连续 ( 实 ) 函数 就 可 以 了 。 在 点 z=0 的 邻 域 
内 ,将 (7， 六 3) 左 端 按 2 的 赛 次 晨 开 , 容易 得 出 
o-| wp)rnao=| pr-0 了 3 
44) 
* 300， 


因此 , Cauoby 型 积分 - 
oO 一 让 | MOT os 


对 于 区 域 D+ 内 的 所 有 点 2 均等 于 零 ， 从 而 有 oft (一 0，TE 了 D 
也 邑 

HOT 一 一 or(z)，TEGI 工 。 (7.45) 
根据 (7.44) 中 b=0 的 等 式 ,函数 @() 在 充分 大 的 加 外 可 以 展开 
成 收敛 级 数 
十 -ga 
gs 


国之 ,本数 人 的 pe z 


在 区 域 D- (包括 < 一 co) 内 是 解析 的 ,这 里 必 是 区 域 D-+ 荆 上 任 
意 取 定 的 点 ,而 积分 是 展 布 于 这 个 区 域内 的 任意 一 条 咯 径 上 的 。 把 
点 避 取 在 荆 上 ,从 (7.45) 就 可 推出 


中 的 -| oar = — | pr)ao, 


这 里 s 表示 工 上 的 弧 zot 从 点 “o 度量 起 的 长 度 。 这 样 , 在 工 上 就 
有 Imos(t) =0, 因 此 在 D7- 内 oo(z) = 常数 ,从 而 在 D7 内 of) = 
oo(2] 一 0， 再 根据 (7.45) 式 ， 就 有 jC7) 一 0。 -这 就 证 明了 表达 式 
(7.39) 的 唯一 性 。 这 样 的 证 明 也 适用 于 表达 式 (7.38)。 

现在 假定 妆 (2) 是 区 域 D' 内 的 已 知 解 析 画 数 ,其 m 阶 导 函 数 
全 "(2) 的 边界 值 [路 ()]+ 存在 , 且 满 呈 HGlder 条 件 , 我 们 来 证 
明 ， 在 公式 (7.39) 中 的 实 函数 上 (CD) 和 实 常数 O 是 存在 的 。 为 此 ， 
假设 (7.39) 式 成 立 , 微 商 m 次 后 ,再 令 %>E Lz 保持 在 小 肉 ) 丙 
取 极 限 , 并 用 更 ”0 表示 [9 (的 ] + 就 得 出 . 1 

GB) = (~—1) "nm— Dri mw (办 


+(—1)"(m— D1 | 志江 2 


十 …， 


Qo, 1€L, 


注意 到 好 = 十 上 式 可 以 写成 


“ 301* 


PT) DM). 
MO tr) Tm (46) 


比较 两 端的 实 部 ,就 得 到 关于 凡人 的 实 的 积分 方程 
u(t) +|, Re Gi |e de 
poT tt BE, : 
Re [= 1)”(m—1)! = (7.47) 
这 个 积分 方程 的 核 是 弹 奇 性 的 , 因 之 它 是 一 个 实 的 Jedholm 积 
分 方程 。 事 实 上 ,有 


右 端 第 一 项 有 界 ， 时 ee 条 件 ,第 二 项 可 改写 为 . 


1 # 
mo 7T—t =-- 高 苹 5 In(r ~t) 
—-_t dnr _ 1 db(s, o) 
gi ds mT ds 


湛 中 7=|z 一 t], 9(s, o) =arg(%w 一 六 ?是 点 1E 工 的 红 华 标 。 因 


i [ 城 1 gb(s, o 
后 
这 样 一 来 ,积分 方程 (7.47) 的 核 具有 形式 
K(t, z) | 
|z—z|” ， 
式 中 六 7) 满足 了 Hlder 条 件 。 以 上 论断 得 证 。 由 于 积分 方程 
C7. 生 ) 的 右 端 注 足 HH61der 条 件 。 因 之 , 它 的 每 一 个 连续 解 是 满足 
Holder 条 件 的 。 四 
下 面 来 讨论 Frediiolm 积分 方程 (7 4 的 可 解 性 ， 考虑 a. 4) 
的 相 联 齐 次 方程 
mp 


»(0) +|, Be [seh 0, (7.48} 
这 里 假设 ?人 所 是 实 函 数 。 这 个 积分 方程 也 可 写 为 
外 303 . 


，0<w<1,. 


Re[>G)- 二 人 .3 +9 qr |=0, (7.49) 


LL T— Tt 
设 > 办 是 方程 (9 .48) 或 (7.49) 的 任 一 连续 实数 解 ， 它 满足 1 Holder 
条 件 。 利 用 这 个 > 的 ,引进 辅助 函数 


人 已 ( 人 一 一 所 | dz, 


五 VT—% 
它 在 区 域 D7 内 解析 , 在 无 穷 远 点 如 同 47” 那样 到 值 为 夫 。 根据 式 
(7.49) 在 工 上 取 纯 虚 边 界 什 , 即 Re Q-() =0 4E 卫 因 之 ,可 推 
出 在 也 内 0G)==0。 于 是 ,按照 第 二 章 81 的 结果 , 存在 着 在 区 
域 D+ 内 解析 的 函数 w(%), 使 之 有 . 
| i" 1p(t) = @t(F), tiE - (7 .50) 
由 此 , 还 可 得 出 
-Rel "w+ =0, 1tEL, 
因此 ,函数 w(s) 是 对 于 区 域 D! 的 齐 次 Riemann-Hiibert 边 值 问 
题 
Ref[(g+ivb)w+]=0, ti€EL 
药 解 , 这 里 5 士 友 一 说 -”。 这 个 边 值 问 题 的 指标 等 于 2m 一 2 之 0， 
因此 , 它 有 2m 一 1 个 线性 独立 解 。 这 样 , 齐 次 Fredholm 积分 方 种 
(7.48) 有 2m 一 1 个 线性 独立 解 , 因 之 ， 积 分 方程 (7 .47) 的 相应 齐 : 
次 方程 也 有 同样 个 数 的 线性 独立 解 。 
尽管 如 此 , 非 齐 次 积分 方程 (7.47) 总 是 可 解 的 ， 这 是 因为， 由 
Fredholm 理论 ( 见 专著 [器 )， 为 使 积分 方程 (7， “可 解 的 充分 和 
必要 条 件 是 它 的 右 端 必须 适合 条 件 


T/ Cm) 
0=|,r(o) Ba [sl do 


-Ro [| a0], | ~ (7.51) 
其 中 xz 是 相 联 齐 次 积分 方程 (7.48) 的 任意 ( 实 ) 解 。 但 是 ， 由 
(7.50) 式 ,> 的 一 芋 "o 人 的，tE 了 于 是 ， 上 述 可 解 性 条 件 (7 5 
等 价 于 条 件 


。.303…。. 


Be 二 | ot (7) Ems) dr |=0 


上 式 左 端 被 积 函 数 是 在 区 域 D! 内 解析 的 函数 (DOG) 的 边界 - 
值 ,所 以 这 个 条 件 总 是 满足 的 。 
这 样 ,就 证 明了 Fredholm 积分 方程 (7. 47) 是 可 解 的 ， 它 的 一 
般 解 具有 形式 
ku 人 的 = olt) +oipe (从 十 Caria (0 + Cam-1 on- , (0, 
(7.52) 
其 中 避 (jia)，…，joom-1(t) 是 (7. 洛 ) 的 相应 齐 次 积分 方程 的 
线性 独立 解 的 完全 系 ，m 人 是 (7 . 儿 ) 的 这 样 一 个 特 解 ， 当 方程 
(7.47) 的 右 端 等 于 零 时 ， 就 有 Ko (#) 一 0, 而 61,，69, Com—1 都 是 
任意 的 实 常数 。 
现在 进一步 证 明 ; 所 得 出 的 积分 方程 (7. 全) 的 解 (7 “也 得 | 
合 积分 方程 (7 .46)。 事实 上 ,引进 函数 


vw) -| pe) (全 ) ‘In( (i)ao 
+|, wr)do tiO (ED+)， (7.53) 


其 中 4(7) 由 式 (7.59) 确 定 ,0 是 任意 实 常数 。 于 是 , 从 方程 (7 .47) 
推出 
m1 mm) 十 fr 一 (1m) 业 
Molen 可 | -Re ,| 十 人 -9 吉 | ? 
tiEL, 
如 果 记 瑟 (s) 一 罗 (z) 一 F(z), 则 易 见 ,函数 卫 (z) 在 石上 满足 边界 
值 条 件 . 
Re[i"-W m=0, tEL, 

为 了 简便 ,在 上 式 中 已 把 [了 Z%"()]+ 简写 成仁 中 (t)。 这 是 一 个 关 
于 解析 函数 琉 m(g) 的 齐 次 Riemann-Hilbert 边 值 问题 其 指标 
一 2m 是 负 的 ， 因 瑚 , 有 对"(z) 一 0， 亦 即 多 (2) = 站 (2)，zE 
D+。 于 是 [ 吧 o 人 的 ) 于 一 [Goo()]+, 这 正好 就 是 积分 方程 (7.46) 所 
表示 的 。 因 此 ,函数 (7.52) 满 足 积分 方程 (7.46)。 这 时 ,显然 还 有 
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多) 一 Go 十 QG)， (7 .54) 
其 中 Q(z) 是 次 数 不 高 于 m 一 1 的 任意 多 项 式 。 

特别 是 ， 由 上 述 结果 可 以 推出 与 积分 方程 (7 .47 对 应 的 齐 次 
方程 的 解 ji( 引 ，Ka《 介 ，…, Lom-1 《如 ,同时 也 是 与 积分 方程 (7 .46) 
对 应 的 齐 次 方程 ( 即 (7.46) 取 52) 一 0 而 得 到 的 积分 方程 ) 的 解 ， 
因此 ,如 记 | 
io) -| we- ) Dw +| moDac 

(m>1;j=b 2 ,2m—1) 7.66) 

人 N 式 (7 .54)， 这 知道 ;的 是 次 数 不 组 过 宫 - -的 多 项 

由 (7. 呈 ) 容 易 看 出 , 卫 !(0) 皆 为 实数 。 

”把 由 式 (7. 52) 记 结 出 的 函数 (六 代入 式 (7. 58) 中 ， 得 到 

D(a) = Doe) +iO tev) 十 cas(o) 十 … “+ 0sm-1V om-1(2), | 

其 中 多 (2) (7 一 14，2,，…，2m 一 1) 按 公式 (7. 嫩 ) 确 定 , 而 o(g) 也 

是 由 公式 (7.55) 在 其 中 也 jno( 中 代替 由 ( 中 确定 的 函数 。 由 前 而 
所 述 , 当 3 工时 多;( 人 是 次 数 不 高 于 m 一 1 的 多 项 式 。 

由 于 牛人 及 ，ua 人 的 ， …，Ham-i 人 在 实数 域 上 是 线性 独立 的 ， 
因此 ,多 项 式 啦 (人 )， 罗 2(z)，…， 罗 sm_1(%) 也 是 线性 独立 的 。 于 是 ， 
多 项 式 | 、 
Wig), Das), 0) (7.56) 
亦 是 线性 独立 的 。 事 实 上 , 如果 | 

éO Felz) 十 cas(z) + :+Oom_ 1 sm-1(%) =0, | 
其 中 0， ei，6s，…，Czm-1 都 是 实 常 数 , 令 z=0, 又 注意 到 罗 ;(0) (1 
jf<2m 一 1) 都 是 实数 , 因 之 有 C=0, 由 此 再 根据 罗 1 C2), 罗 2(2)， 
…， 轨 om_1(2) 的 线性 独立 性 ,还 有 061 一 0 一 … 一 Czm-1 一 0。 

这 样 就 可 推出 ,次 数 不 超 过 m 一 1 的 任意 多 项 式 PG) 都 是 
”2m 个 多 项 式 (7 .56) 的 完全 确定 的 实 系数 的 线性 组 合 ， 亦 就 是 说 ， 
多 项 式 了 (z) 可 以 唯一 地 表 成 

P(%) 一 和 OO 二 cl (十 ca 了 ao) tT Com-1D om-1(2), 
其 中 C，c ca …，can-i 都 是 确定 的 实 常 数 。 这 是 因为 ， 比 较 上 
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列 等 式 两 端 * 的 同 次 宕 的 系数 ， 并 分 开 实 部 和 虚 部 ， 就 得 到 关于 | 
O，cn oo …，cow_i 的 2m 个 实 的 线性 代数 方程 组 , 这 个 代数 方程 
组 的 系数 行列 式 由 于 函数 (7.56) 的 线性 独立 性 ， 是 异 于 零 的 。 

现在 对 函数 多 6( 纹 应 用 公式 (7.54) ,得 

V2) 一 于 人) 一 QoG)， 

这 里 Qo(s) 是 次 数 不 超 过 mm 一 1 的 确定 的 多 项 式 。 因 此 ,如 果 要 想 
使 得 给 定 的 函数 区 (人 等 于 由 式 (7 .53) 记 确定 的 画 数 于 (sz )， 则 应 
该 如 此 选择 实 常 数 CO，ca ca，…。， C2om-1s 使 得 

Qu 人 =éO tcp (0) + ors (人 十 十 con， 
而 这 总 是 可 以 做 到 的 ， 而 且 是 唯一 的 。 

这 样 一 来 , 就 证 实 了 引 理 7.2 当 m 之 1 时 的 正确 性 。 引 理 7.32 
证 毕 。 

上 述 引 理 7.2 也 可 推广 到 多 连通 区 域 的 情形 。 

回 到 边 值 问 题 , 利用 上 面 已 证 明 过 的 Bekya 积分 表达 式 
(7.38) 或 (7.39)， 把 问题 归结 为 奇异 积分 方程 (特别 是 ， 这 个 方程 
也 可 能 是 fredholm 型 积分 方程 )。 

首先 考虑 m 之 1 的 情形 。 把 待定 函数 B (2) 表 成 为 


F(z) -| oo(- 六 (Hw +|, wv do tio, 
(7.57) 
其 中 jz) 是 满足 耳 负 dar 条 人 御前 未 知 实 函数 ,O 是 未 知 实 常数 。 我 


们 这 样 来 选取 (+) 和 CO, 使 函数 (7. 中 7) 满足 在 了 上 的 线性 边界 人 
条 件 (7.87)。 为 此 , 引进 记号 


ol DE) ntl 
| 


—(—1)! (m— 1) (人 em 


~ \ mi-1 » 
xf -二 ) x [nn(1- 三 ) 
T T 
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十 


1 
二 可 二 + sr| 


一 1 2, MM 1), 


Nl, Dm (1 全) “In (| 


本 DD)™Cm—1)! 
Tm tr 一 切 》 


其 中 ze zE D+。 在 上 列 各 式 中 ,对 数 画 数 In(1 一 之 ) 再 解 为 当 
固定 = 值 时 ; 在 点 一 0 到 堆 什 的 那 一 个 分 支 。 对 于 任意 取 定 章 点 
7E 荆 ,让 点 “>tEL， 就 得 到 单 值 确定 在 荆 上 的 函数 With 四， 当 


1<m 一 时 ,它们 在 工 上 对 于 两 个 变量 .7 都 是 满足 HSldef 条 件 
的 ,而 在 点 t=? 处 , 函数 访 m-1(t， 7) 具 有 对 数 异 奇 性 ， 函数 Wo 人 


7) 基 有 一 = 型 奇 性 。 现在 容易 看 到 ， 由 式 (7 .57) 表达 的 函 数 
芒 (r) 及 它 的 直到 mr 一 1 阶 的 号 辣 妆 的 边界 信 由 下 列 诸 式 确定 
G60)= | No ZN(z)dc 十 LO， 
(7.58) 
oo) =| mi Mundoe GQ=1,2, mo。 
对 于 @(o) 的 w 阶 导 函 数 的 边界 值 , 根据 Coxousnti-Plemolj 公式 。 
有 | | 
DWC Dm 1) itn) + [Na Tv) Ww do, 
. (7.59) 
把 表示 式 (7.58) 和 (7.59) 代 入 边界 值 条 件 (7.37) 中 ， 边 值 间 
题 了 的 边界 值 条 件 就 具有 形式 
Nu=4CGuD+| NG maoac=7GD -opG)， 
| | (7.60》 
其 中 .AQ)=Re[(—D"(m-1)! rd ni on 人 及] 
NG, z) - 久 Re [ao Nj (t, 7) + ,hs 1) Nsw zaaa] 
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+Re[(~—D)"(m—1)! win 可 -2 ]， 
pl) = Re| iao(D + 外 Jo ac|。 


这 里 os 表示 点 友 EI 的 弧 坐 标 。 
这 样 ,为 了 确定 L(t)， 得 出 了 一 个 实 的 奇异 积分 方程 (7 .60)， 
它 的 核 具 有 形式 


Nt 四 = KC, 


这 里 的 (47) 关于 两 个 变量 7ELI 满 足 Holder 条 件 。 函数 
4 (办 和 p 蚊 都 是 在 石上 满足 Halder 条 件 的 。 
从 上 述 的 推导 过 程 可 以 看 出 ,奇异 积分 方程 (7.60) 和 原来 的 
边 值 问题 六 是 等 价 的 。 
再 讨论 m=0 的 人 情形; 这 时 , 边界 值 条 件 (7.37) 的 形式 是 
Re| mg) BD)+ [ holh, DD)do| f(t)。 
把 所 要 求 的 亢 数 (2) 表示 为 
(8) = | LL) qog+io, (7.61) 
到 
T 
于 是 , 同上 面 类 似 ， 可 以 得 出 一 个 与 原来 边 值 问题 了 等 价 的 奇异 
积分 方程 , 这 个 方程 仍然 是 (7.60) 的 形式 ,但 其 中 的 
A(t) = Relti'mioo(t)], 


pl) =Reliao(?) -if ia tao ], 


NG 可 =Be[aGJNoG w+ ho sO Nes oa] 
+ Re[wirs’hols, 7)]， 


而 Nolh 7) = 
现在 研究 奇异 积分 方程 (7.60)， 这 是 实 方程 。 下面， 在 满 是 

Hildor 条 件 的 实 画 数 类 内 来 求 这 个 方程 以 及 它 的 相 联 方程 的 解 。 
表示 式 Wis 的 特征 部 分 
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Nou= A W(t) + 2 EC Le dv, 
其 中 4 人 可 改写 为 
40 = Dm Diniterpan(D) -HBOD), 


而 系数 BQ 仅 由 出 现在 (7.60) 的 表示 式 入 (bz)do 中 的 项 
WO (#, 7) Ado] 


_ 二 工人 CO a 
一 ~(m—1)! [= + |e 
铭 定 。 由 
2 _ 
一 上 vt dr， 
-< - v -时 -lnG- 了 
T~—# 7— | 
nD Laan Ti 
Tv—t 
T—t 
T—# 


而 且 第 二 个 等 式 右 端的 最 末 一 项 并 不 影响 奇异 积分 方程 的 特征 部 
分 。 因 此 , BQ) 仅 由 访 (t，v)do 中 的 项 


CL mn [TD ven) | a 


T—t oT—t 
二 定 。 二 此 杀 得 
BO = SD md rd"Tan(t) ti"van)], 
这 样 ,就 有 


A(D A+BGO) = 1"m—1)! wit "sgn (t), 
A —BO= (1)"ti(m—1)! wt!" Gn) 。 
因此 ,为 了 保证 奇异 积分 方程 (7 .60) 是 标准 型 的 , 必须 而 且 只 须 在 
五 上 处 处 有 mm (攻关 0。 在 这 一 节 里 ,总 是 假定 这 个 条 件 是 适合 的 。 
与 此 相应 的 ,就 称 边 值 问题 是 标准 型 的 。 
我 们 把 奇异 积分 方程 (7 .60) 的 指标 x 也 叫做 边 值 问题 了 的 


<。 309 。 


指标 , 它 由 下 式 确 定 ; 


1 -1a (t) 
“2 | TE Bn- 而 | 2 


其 中 na 一元 [argan(]ro 
因此 , 边 值 问题 了 的 指标 是 偶数 。 
以 入 分 别 表示 相 联 的 齐 次 方程 Nw=0 和 
No A()p(t) + tipz(z)dgc 一 0 


的 线性 独立 解 的 个 数 , 则 有 - 
下 一 太一 xo (7.62) 

边 值 问题 下 对 任意 右 端 7 都 是 可 解 的 情形 是 具有 特别 重 
要 意义 的 。 下 述 的 基本 结论 就 是 解决 这 一 问题 的 。 

定理 7 了 .1 边 值 问题 信 对 于 任意 右 端 f( 引 是 可 解 的 充分 和 
必要 条 和 件 是 x2>0, 以 及 或 者 (i 1 一 0; 或 者 〈 划 太一 恒 而 且 在 及 一 
工 的 情形 ， 相 联 齐 次 奇异 积分 分 方程 从 pp=0 的 解 2( 雪 要 满足 条件 

| Wolao #0 四 (7.68) 
这 时 , 齐 次 边远 问题 了 有 x 十 + 个 线性 独立 解 。 

证 蚂 ” 先 证 条 件 的 充分 性 ， 并 论证 齐 次 边 什 问题 的 线性 独 
立 解 的 个 数 ， 

如 时 妇 =0, 则 根据 奇异 积分 方程 的 Noether 理论 , .奇异 积分 
方程 (7 .650) 对 任意 的 右 端 ， 亦 就 是 对 任意 的 函数 也 ( 切 和 任意 的 党 
数 C 六 是 可 解 的 。 于 是 ,由 等 式 (7.62), 齐 次 积分 方程 入 =0 有 
b= 个 线性 独立 解 ， 因为 上 二 0, 从 而 x 宇 0。 对 任意 常数 0， 方程 
(7.60) 的 一 般 解 具有 形式 

OPTHOEINNOE TIAOE THE NO 
其 中 O， cei, …， cw 都 是 任意 实 常数 ， po (2)，… Ln(t) 是 齐 次 方程 
Nw 一 0 的 线性 独立 解 ， 而 记 (D 和 hob) 分 别 是 积分 方程 Nh . 
了 (和 和 Nw 一 一 pb 了 的 任意 特 解 。 

把 式 (7.64) 代 入 表达 式 (7.57) 中 ,或 者 当 m 一 0 时 代入 类 这 
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式 (7.61) 中 ,就 得 到 边 值 问题 六 的 一 般 解 ， . 

Ds) = BC2) OL Do 2)] EoD (2) + .+t eB (2), 
其 中 改 ， C1, ***, Cx 都 是 任意 实 常数 ,$2) (3 二 0， 1, ”9 x) 是 由 公 
式 


&,(¢) -=| wn) EC do +|， Da 
(oz 了 


或 者 公式 本 的 一 | ee ao (m0) 
1 


T 

确定 的 在 区 域 D* 内 为 解析 的 函数 ， 而 B*(z) 是 用 与 上 列 同样 方 
式 由 必 ( 介 确定 的 在 D+ 内 为 解析 的 函数 。 

由 于 函数 心 扒 ，pa( 人 及， …， 几 的 是 线性 独立 的 。 因 之 与 它 
们 相应 的 解析 函数 D1(z)，Ba(z)，…， Ty(z) 也 是 线性 独立 的 。 又 
因为 8/(0) (= 0 1，2,，…, x) 都 是 实数 ,因此 容易 得 出 ; 函数 十 
Bo(z)，Bi(2z)， Ba(2)，…, 中.(z) 是 线性 独立 的 。 这 x 十 1 个 解析 函 
数 就 是 齐 次 边 值 问题 矿 的 线性 独立 解 。 

现在 郑 虞 Y= 的 情形 ; 这 时 ,假设 条 件 (7.63) 满 足 。 奇异 积 
分 方程 (7.60) 在 适合 条 件 


| rE) -coGD]ac=0 


时 是 可 解 的 。 按 假设 ,条 件 (7.63) 成 立 。 因 此 ， 由 上 上 列 可 解 性 条 件 
就 可 唯一 地 确定 出 实 常 数 C。 

取 定 O 值 后 ,积分 方程 人 (7.60) 的 解 为 

w(t) 一 人 (0) 十 cd (t) 十 Co1ps (D+ 二 OrrilWzri(t) 9 
其 中 ol oo …，oxsa 都 是 任意 实 常数 ， 徊 从， 和 办，…，Pora 人 (全 
是 相应 的 齐 次 方程 和 p=0 的 线性 独立 解 , 按照 公式 (7.62), 这 样 
的 人 解 共有 x 十 1 个 ,jw (四 是 积分 方程 (7.60) 的 一 个 特 解 。 因 为 x 十 
1 之 0, 日 x 是 偶数 ,所 以 必然 有 * 之 0。 与 此 相应 的 ， 就 得 到 原来 的 
边 值 问题 六 的 一 般 解 

D2) =B" (2) +0 (8) + oaB2 (8) + et ori1dir1) 
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其 中 cb co …， col 是 任意 实 常 数 , $1 (2)， 多 (2)，…， 硬 w+1(2) 是 
在 区 域 D+ 内 的 线性 独立 的 解析 函数 。 因此 ， 齐 次 边 值 问题 了 恰 
好 有 x 十 1 个 线性 独立 解 。 

其 次 证 明定 理 条 件 的 必要 性 ， 假 设 vy() (j=1，% 加) 是 
相 联 齐 次 积分 方程 W >=0 的 线性 独立 解 的 完全 组 ， 可 以 认为 , 它 
们 是 正 交 标准 的 , 即 


2 mi(T)J)dr 一 37 (83=1; S71=0, 7 关门。 
假定 边 值 问 题 严 对 任何 右 端 了 (起 都 是 可 解 的 ， 于 是 , 积分 方 


程 (7 .60) 对 任意 的 函数 (2) 和 适当 取 定 的 实 常数 O 也 应 该 是 可 
解 的 ,因此 ,不 论 函 数 (如 何 ,只 要 适当 取 定 实 常数 0, 就 应 该 有 


OLD -op(Djar=o j=l, 2 +, Wa (7.65) 


接着 要 证 明 的 是 ; 此 时 ,必定 有 r=0, 或 者 N=1， 并 且 在 后 一 种 情 
形 , 还 须 条 件 (7.63) 成 立 。 
下 面 就 两 种 可 能 的 情形 进行 讨论 雪白 有 的 数 


| esoac=o j= 3 .0 
动 上 列 数 中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 。 例 如 设 
人 ea 5a(z)do 头 0。 | 
当 W>1 时 ,情形 让 是 不 可 能 出 现 的 , 因为 此 时 条 件 (7.65) 不 


可 能 对 任意 选 定 的 了 () 都 能 成 立 。 在 情形 说 ， 当 Y 关 2 时， 如果 
特别 取 v2 如 作为 了 ( 扩 , 则 等 式 (7.65) 就 成 为 | 


0=0, | ,baw) ldo =0, | 


而 后 一 等 式 是 不 可 能 移 。 因 此 ,必然 有 <1， 并 且 当 Vr 一 1 时， 应 
该 有 条 件 (7。 63) 成 立 。 

这 样 ， 就 完成 了 定理 7.1 的 证 明 。 

还 要 指出 ， 如 果 p 扩 二 0， 则 边 值 问题 玉 当 且 仅 当 双 =0 时 ， 
才 对 任意 右 端 了 (9) 是 可 解 的 。 在 这 种 情形 下 ， 齐 次 问题 六 从 有 
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水 十 1 个 线性 独立 解 。 
对 于 在 其 它 西数 关内 讨论 边 信 问 是 7 的 求解 ， 可 参阅 专著 
[Li3)。 


4$4 Poincaré 边 值 问题 


互 . Poincaré 在 研究 海潮 的 数学 理论 时 , 考虑 了 如 下 的 边 值 
问题 . 在 由 一 条 简单 的 JIaHyoB 闭 围 道 卫 围 成 的 有 界 区 域 Dr 内 
求 一 个 调和 函数 U(mw 9y)， 使 在 荆 上 的 每 一 点 4(8) 满足 线性 边界 
值 条 件 


4 人 9. 胰 二 c(s)u (D+ B(9) 他 =f(s), (7.66) 


其 中 兄 是 卫 上 的 张 坐 标 为 8 的 点 1(8) 处 的 内 法 线 ， A(s)、 B(s).、 
208) 和 了 (s) 都 是 给 定 在 了 上 的 实 函 数 。 
以 06 直 示 工 的 正 向 切线 与 Ow 轴 的 夹 角 ,从 而 有 


ou Bu A 
五 一 页 66 二 sin 9, 


du ow Du 
mm -ty 


于 是 ,边界 值 条 件 (7.66) 可 和 写 为 
“的 恒 + 的 测 +Tedvr7， ti€L, (7.67) 


其 中 6.5 的 .的 和 了 (都 是 第 定 在 五 卓 实 数 。 我 们 人 没 
这 些 函 数 均 满足 H6lder 条 件 ,还 假设 a() 与 2 人 不 同时 为 办 ,如 
在 五 上 处 处 有 ww( 人 十 牛人 关 0。 


对 于 未 知 丁 数 w(w，y), 要 求 它 连同 它 的 偏 导 数 她 名 在 万 


上 的 边界 值 适合 HGlder 条 件 。 边 值 问题 (7.67) 就 称 为 Poincaré 
边 值 问题 , 简称 为 边 值 问题 P。 罗 
如 记 区 域内 的 解析 函数 
D8) =ur, + TD 2=1+y, 
这 里 Re $B(z) =w(z, 幼 , 则 边界 值 条 件 (7 .67) 还 可 以 写成 


Re{ [a(t) +2b (0)]B (0) tol DD} =f0), 1EL, (07.69》 
式 中 已 将 (和 .B+() 写 为 (4) .$B(t)。 
边 值 问题 P 的 边界 值 条 件 (7.68) 是 上 节 所 讨论 过 的 边 值 迪 
题 V 的 边界 值 条 件 (7.37) 中 当 
m=—1, ho=he0,a0) =a(t) b(t), aolt) =e(t) 
应 用 上 节 的 讨论 方法 , 把 未 知 沙 数 儿 (%) 表 为 
D(z) =), n(n (三 ) do + part iO, 
其 中 j(z) 是 满足 Holder 条 件 的 未 知 实 函 数 ，C 是 实 常数 。 把 它 
代入 边界 值 条 件 (7 .68) 中 就 得 到 奇异 积分 方程 ， 
Nun={— 7’[at) + (I}p(t) 
+ em Le nl Ho) 四 
ao -F0， ” (7.69) 
它 的 指标 x 一 2Cp 寺 1)， 
p= larg (oat) ~—ib(t) Jzo 


积分 方程 (7.69) 的 相 联 齐 次 方程 是 
N=Re{ -nxit lal) + 0)- 


mee- 
+ aD+%(e) | ao 0, 四 Cr 70) 


在 此 要 指出 如 下 事实 ， 如 果 画 数 了 (2) 是 边 信 问 题 卫 欧 任 一 
解 ， 则 函数 多 (2) +4O 显然 也 是 同一 边 值 问题 了 的 解 ， O 是 任意 
实 常数 。 因 此 ， 齐 次 边 值 问题 P， 亦 即 在 边界 值 条 件 人 .67) 或 
(7.68) 中 取 f(t)==0 而 得 到 的 边 值 问题 , 有 显然 的 解 i0。 因 为 对 
呈 (z) 补 充 一 个 加 项 iQ， 并 不 影响 函数 wlw, 急 ， 而 只 是 改变 函数 
F(z) 的 虚 部 ow, 殷 。 但 是 ,函数 v(w, y) 并 不 在 原来 所 提 的 边界 
值 条 件 (7.67) 中 出 现 。 因此 , 我 们 约定 : 如 果 边 值 问题 卫 的 两 个 
“314 。 


解 只 相差 一 个 常数 项 40, 我 们 并 不 把 它们 看 成 是 不 同 的 解 。 换 言 
之 , 边 值 问题 了 的 两 个 解 人 B(x) 和 Balz) 只 有 在 它们 的 实 部 wl%, 
人 和 va(z， 幼 不 相同 时 ,我 们 才 认 为 它们 是 不 同 的 。 

和 =0, 利用 上 节 来 尾 的 说 明 ， 
就 导出 了 下 述 的 基本 结 

定理 了.2 入 保 王 从 问题 对 任意 的 右 端 f( 引 都 是 可 
解 的 ， 必 须 而 且 只 须 使 坷 异 积分 方程 (7.70) 没 有 非 替 解 。 在 这 种 
情况 下 , 边 值 问题 己 的 对 应 齐 次 问题 恰 有 关 个 线性 独立 解 ( 显 然 
的 解 iO 不 算 在 内 )。 

现在 假设 积分 方程 (7 .70) 有 VW 个 线性 独立 实 解 (i) (9=1， 
2，…, 6), 那 示 ,如果 满足 下 面 的 充分 和 必要 条 件 : 


人 jarc=o jl ey p71) 


则 边 值 问题 了 是 可 解 的 。 此 时 , 边 什 问题 卫 的 对 应 齐 次 问题 恰 有 
所 二 x 十 人 个 线性 独立 解 (iO 不 认为 是 解 )。 特 别 是 , 当 x 十 太一 0 时 ， 
如 果 条 件 (7.71) 满 足 , 则 边 值 问题 已 有 一 个 且 只 有 一 个 解 。 

如 上 所 述 ， 齐 次 边 值 问 题 一 线性 独立 的 解 的 个 数 为 天 =x 十 
.N。 因 此 , 如果 =x 一 0,， 就 有 一 0。 这 样 , 就 推出 了 下 述 的 一 个 
结论 ; 如 果 边 值 问 题 P 的 对 应 齐 次 问题 没有 非 索 解 , 又 若 指标 x 一 
0, 则 边 值 问题 了 对 任意 的 右 锯 了 (l) 都 是 唯一 可 解 的 。 

容易 直接 建立 判定 齐 次 边 值 问题 己 没有 非 零 解 的 某 些 充分 
条 件 。 我 们 假设 边 值 问题 王 的 边界 值 条 件 为 (7.66) 的 形式 。 在 其 
中 假设 4(s) ==1, 还 假定 3(9) 具 有 连续 的 导 函 数 ， 而 e(s) 关 0 并 
且 假设 


1 dB(s) 
本 ae 一 6(S) 之 0， 


划 齐 次 边 值 问题 了 . 


时 +e(sutB(s) 由 例 -0 (7.72) 


就 没有 非 零 解 。 事 实 上 , 把 由 式 (7.72) 所 得 到 的 什 和 驶 代入 著名 
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的 Green 公式 


NE) lef 


中 ,并 经 过 分 部 积分 后 , 就 得 到 


J 器) (过门 om 


Je 


由 此 得 到 oe uo 


亦 就 是 说 ww, 外 是 常数 。 再 根据 边界 值 条 件 (7.72) 以 及 假设 es) 
滩 0, 立即 就 得 出 w= 二 0。 这 就 是 所 要 证 明 的 。 

对 于 平面 的 Poincaré 边 值 问题 ,也 可 直接 把 解 表 为 对 数位 势 
的 形式 ,使 其 满足 边界 值 条 件 ,就 得 出 一 个 关于 待定 密度 函数 的 奇 
异 积分 方程 ,请 参阅 第 五 章 所 述 方法 。 对 于 其 他 函数 类 的 Poincaré 
型 边 值 问题 的 研究 , 可 参阅 论文 [36]、 [44]、[45]、[51]、[52]、 
[55]、[56]、[58] 等 等 。 至 于 非 线性 Poineare 边 信 问 是 ， 在 第 五 章 
中 已 讨论 过 了 。 


第 二 部 分 在 断裂 力学 上 的 应 用 


奇异 积分 方程 的 理论 在 经 典 的 弹性 理论 中 有 广泛 的 应 用 ， 例 
如 请 参阅 专著 [2]、[73]、[77] 和 [87] 等 以 及 有 关 的 论文 。 近 年 来 ， 
在 断裂 力学 中 出 现 了 不 少 应 用 奇异 积分 方程 理论 的 新 成 果 。 例 如 
见 专著 [80] 和 有 关 论 文 [78] 、[79] 等。 在 这 一 部 分 , 将 对 奇异 积分 
方程 理论 在 断裂 力学 上 的 某 些 应 用 作 一 介绍 。 


$ 5 复 应 力 函 数 的 表达 式 


设 弹性 区 域 是 一 个 有 界 的 多 连 道 区域 D, 其 外 缘 的 边界 闭 围 
道 记 为 Fo 在 其 内 部 有 条 开口 弧 眉 万 =42; (j=1，2，…，m) 
.316 。 


的 裂 终 ( 如 图 7.2), 假设 这 些 发 纹 互 不 相交 ,而 且 适 当 光 滑 。 取 
的 正方 向 为 道 时针 方 向 ， Lj (G3=1, 2, ”5 m) 取 自 战 CI 到 点 Os 的 
方向 为 其 正方 向 。 记 


卫 -六 Lyo 
f=0 


此 外 ,还 假设 坐标 原点 位 在 区 域 刀 内 。 

用 了.) 十 证,( 提 表示 荆 上 的 外 应 
力 ， 对 裂纹 Li(I=1, 2, »., m) 来 说 ， 其 
左 、 右 侧 上 的 外 应 力 一 般 并 不 一 样 , 因此 ， 六 
应 分 别 用 有 (+ 红 #(2) 和 了 3 的 十 Si 
47 人 表示 。 于 是 ,在 为 (一 + 2,…, m) 上 两 侧 的 外 应 力主 矢 
量 分 别 是 : 


x1+o71=| (XH+iY +)ds, 
X7+op7 -|, (Xrtiyi)ds, 
其 中 s 是 积分 路 径 厂 上 点 的 弧 坐 标 , 于 是 其 合 主攻 量 为 
Xt = (XH+Y) Tt (RF+7), j=1, 2 1, mo 
上 的 外 应 力主 矢量 记 为 
Xotiyo=|, (Xd,) ds, 
由 平衡 条 件 ,有 
匡 + 氏 -名 (XtiY) =0, 
并 且 还 有 外 应 力主 力矩 的 平衡 条 件 。 如 果 区 域 也 是 无 限 区 域 , 即 
了 不 存在 , 则 在 各 裂纹 上 的 外 应 力 合 主 矢量 
XY+iY -=B(ZriY) 
一 般 不 为 零 ,这 时 外 应 力 合 主力 矩 也 不 必 为 零 。 


复 应 力 函 数 p(s)、 由 (2) 一 般 是 多 值 的 ， 为 了 分 离 出 p(z) 和 
由 (z) 的 单 值 部 分 , 引进 函数 
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gS— 0 
+ 
.04 be ， 了 一 1, 2, 2 

Z—Qy 1 

V1 - 
其 中 根 式 是 在 沿 也 制 开 的 平面 内 取 定 的 ,使 limV 疆 生 一 1 的 一 
支 。 函 数 6(2) 将 上 述 沿 荆 割 开 的 平面 保 形 映射 到 6 平面 内 某 个 
区 域 4 的 外 部 ,使 6i(20) = ce。 这 时 56 一 0 必 在 区 域 .4 的 内 部， 
因为 除非 寻 生 一 1,54() 诡 不 能 等 于 夫 , 而 欲 Y 针 一 
只 有 在 无 穷 远 处 根 式 取 另 一 支 才 有 可 能 。 所 以 ， 当 点 x 从 点 as 沿 
五 的 左 侧 到 达 点 2， 再 从 点 怒 沿 五 的 右 侧 回 到 点 四 时 ， 函 数 


如 (sz) 必 以 顺 时 针 方 向 绕 过 点 5;=0 一 周 。 
这 样 ， 名 有 复 应 力 本 9(z) 和 由 (加) 的 一 般 表达 式 


9(%) = SX 7 十 g7 7) lnl(e) + go(2), . 
7.73) 


rn 
BE XD In tle) to), 
3 一 和， 平面 形变 状态 ; 
| 富平 面 应力 状态 。 


VO -gf 


At3p _ 
其 中 9 一人 


入 是 Lame 常数 ， "(0<>< 亏 ) 表示 弹性 体 的 Poisson 比 ， 而 
ing 已 取 定 确定 的 一 支 ，po( 人 )、yo(s) 已 在 区 域 D 内 单 值 解析 
了 。 


a 1 1 
一 -一 1 上 
由 于 十 [in 6&3(2)] COV ~ Ga (Go) 


在 点 和 厂 处 有 奇异 性 , 其 阶 均 为 三, 所 以 函数 go() 和 中 () 在 


询 纹 端点 .0; 处 的 奇异 性 的 阶 至 多 不 到 1。 
如 果 五 不 存在 , 即 DD 是 无 限 区域 , 则 应 该 有 与 无 穷 远 处 的 应 
力 和 转角 有 关 的 常数 荆 和 六。 这 时 , 代 圭 式 (7.73), p(z) .由 (2) 的 
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一 般 表达 式 应 为 
(= De 
(2) = WT CX YIn Cs) + T's+ os), 
且 woe(ce)、yokec) 均 是 有 限 值 。 


SKstiy nse) 十 也 2 十 pof2)， 
(7.74) 


$6 带 有 裂纹 的 无 限 弹性 平面 的 两 个 基本 问题 


现 设 DD 是 有 mn 条 裂纹 五 ， Za …, I 的 全 平面 , 即 上 节 所 述 

荆 , 不 存在 的 情形 。 记 
L-S I 

设 在 五 上 已 知 左 、 韦 两 侧 的 外 应 力 瑟 + 人 二 iP+(GD， 瑟 十 
iYz 人 ， 又 已 知 在 无 穷 远 点 的 应 力 和 转角 ， 即 荆 和 本 ， 求 弹性 平 
衡 。 这 就 是 断裂 力学 中 常见 的 第 一 基本 问题 。 

在 裂纹 厂 的 左 、 碳 侧 上 分 别 定义 函数 

HO Fri +€ 


ACPUMes royt)astol (X47 ds 
-0 .by 
f+ (DD) + 让 (和 ziZTyes 
by 
XT) —s (Xs +iF oi)ds, 1EL; (7.76) 


其 中 8 是 石上 点 的 弧 坐 标 。 于 是 有 
fla) =0, f7 C07 =f7 2», f7 (02) = d(T; 47), (7 .76) 
第 一 基本 问题 是 求解 下 列 边 值 问题 

pO +PTO + HH =f 0) +o7, 
pO+ip H+y =f7 0+, 

. 英 中 of .of (j=1,. 2,…，”m) 是 某 些 常 数 。 
下 面 证 明 叶 = or。 事实 上 , 在 五 邻近 作 一 包围 住 六 的 闭 围 
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CED), (7.77) 


线 4 (图 7.3), 使 其 余 的 裂纹 萌 在 此 闭 围 线 的 外 痢 ，L4 的 正方 向 
取 为 顺 时 针 方 向 。 利 用 平衡 条 件 , 或 者 从 (7.74) 式 直接 验证 得 
ba ORE AORIIORR .0 0 
> 全 和 网 瑟 履 纺 , 注 意 到 (7.76), 训 可 知道 
A 4 上 式 左 问 等 于 
[p00) HTT + 
- OO 
A 四 一 片 (0) -ff (a) 
1 -Lf7 (0D) -fF7 (0)] 
图 7.3 =f7 (4;)o 
这 时 ,要 注意 到 , 为 使 此 式 成 立 , 必须 要 求 方 括号 内 的 证 数 当 点 
绕 过 点 时 应 连续 变化 , 也 即 
[p* 0) 十 pC 的 +p*(0) J =f# (CD Ea 
必须 彼此 相等 ,因此 c} =c7。 以 后 就 记 or 一 全 。 
这 样 , 边界 值 条 件 (7.77) 就 可 以 写成 
pO +ip 0) + Df +ol), EL, (7.78) 
其 中 f+@) = 了 (t,tE Ly; 0G) =e; tiET 6 是 常数 。 
将 表达 式 (7.74) 代 入 边界 值 条 件 (7.78) 中 ,得 
Gi) tip 0 加 


一 ( 划 十 一 一 一 一 


D7 TD 二 本 关 > (xz 十 好 人 [ne 他 Ct) 


一 nln Gy 人] ep (Xr— or) 


x[ 区 如]-a FP) Fito, titEL, (7.79) 
j=1, 2, …， mo 
下 面 ,不 失 一 般 性 , 可 设 所 有 的 了 十 了: 一 0 及 全 =0 T'=0， 
因为 不 然 的 话 ， 可 将 式 (7 .79) 右 端 中 有 关 的 项 并 入 项 凡 ( 中 。 
这 样 ,函数 9(2) 一 po(), 出 (2) 一 各 (分 就 在 区 域 也 中 解析 , 而 所 考 
虚 的 边 值 问 题 仍 为 (7.78) 的 形式 。 此 时 ,为 了 哥 证 边 值 间 题 的 解 
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的 唯一 性 , 例如 ， 可 以 事先 指定 ca = 0 V(co) 一 0, 但 是 , 更 适宜 的 : 
gco) =0, V0) 一 0， (7.80)- 

而 01，cs,，…, Cm 都 是 待定 常数 。 此 外 , 还 假设 疗 ( 引 充分 光滑 。 

记 FOO=f*(D -f(D), GO = 了 +) + OD), 
于 是 ,由 式 (7.76), 就 有 有 

Lla)= PF(0)=0, j= 一 1]，2， mo 

我 们 把 边 值 问题 (7. 77) 或 (7, 78) 的 解 ge). 小 () 表 成 如 下 形 : 

式 : 


2 一 rl, or) or， 


LT—g 


w(t) 1 ff zw (vr) | 
$= -5|, T—% 一 到 了 | 了 一 多 731) 
1 f f(r) | 
Dro Jy, T—z dr, 


其 中 (中) 是 新 的 未 知 函 数 。 显然 ， 如 果 这 样 的 玫 达 形式 可 能 的 - 
话 , 则 条 件 (7.80) 就 得 以 满足 ,我 们 暂时 还 假定 
wa =0(b) =0, j=1, 2 », mo (7.82) 
以 后 会 看 到 , 这 些 条 件 确实 是 成 立 的 。 
利用 Coxomgz 区 -Plemelj 公式 , 将 式 (7.81) 代 入 (7.78) 申 取 左 . 
边界 值 的 等 式 , 并 分 部 积分 ,再 注意 到 假设 条 件 (7.8, 则 得 到 


ro= 二 | 名- 吉 | 


BJLIT—t 


工 一 上 
-二 | oe Efo(t) +e(), EL, (7.89) 


其 中 -县 zy| ,2 ep +i 6), 


各 果 效 (7.8 式 代 久 C7 6) 中 下 右边 界 人 的 等 中， 容易 得 - 
出 所 得 到 的 是 同一 个 方程 (7.83)。 

这 样 一 来 ， 就 把 边 值 问题 (7.78) 化 为 求解 方程 (7.83) 了 。 方 
程 (7.83) 是 一 个 标准 型 的 奇异 积分 方程 未知 函数 wm( 轨 在 积分 号 - 
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外 不 出 现 ， 而 且 在 特征 部 分 外 的 积分 号 下 出 现 共 斩 未 知 函数 。 这 
种 类 型 的 奇异 积分 方程 ,在 第 三 章 的 8 13 中 已 讨论 过 了 。 

以 hom 表示 在 点 gj、54(j 一 1，2,，…，m) 均 为 有 限 的 有 办 函数 

下 面 要 证 明 , 当 适当 选取 诸 常 数 6; 时 ,奇异 积分 方程 (7.83) 
在 有 界 类 hsm 中 可 解 ,并 且 解 是 唯一 的 。 

如 果 这 一 点 被 证 明了 ,就 立即 可 知 条 件 (7.82) 成 立 。 事 实 上 ， 
我 们 注意 到 也 (@j) 一 (5) =0《(j 一 1，2，,，…，m)， 因 此 ， 积 分 


1 | 芋 (o) 球 在 点 tw 1 处 是 有 界 的 (这 是 因为 这 个 积分 实 


0 LT i 
际 上 是 收敛 的 反常 积分 ,方程 (7 .83) 左 端 后 两 个 积分 不 是 奇异 积 
分 而 是 通常 的 积分 ,因此 ,在 点 t=@; 处 也 是 有 界 的 )。 这 样 , 积 


-分 工人 2 dr 在 点 1 一 by 附近 也 是 有 界 的 。 由 此 立即 推 知 


| 
mL TT—t 
(7.82) 成 立 , 因为 否则 的 话 , 此 积分 在 点 +=@;、 3; 处 就 会 出 现 对 数 
的 奇异 性 了 。 

现在 证 明 , 奇异 积分 方程 (7 .83) 在 j 关中 存在 唯一 的 解 。 
首先 证 明 ， 相 应 的 齐 次 方程 Kiw 0 在 pan 类 中 只 有 零 解 。 这 相 
当 于 在 各 裂纹 上 无 外 应 力 , 在 无 穷 远 处 也 无 应 力 与 转动 ,而 且 各 个 
6; 均 取 零 值 的 情形 。 设 方程 iw=0 有 和 解 w( 纺 。 因 为 gq(o0) 一 
沙 (oo0) 一 0， 由 唯一 性 定理 应 有 gp(z) 一 小 (z) 一 0， 因 此 在 整个 工 上 


Pp (#) 一 0， 从 而 


oo 的 =ot( 人 一生 从 =0， tiED 
奇异 积分 方程 (7 .83) 在 ja 类 中 的 指标 x= 一 m。 其 相 联 方 


程 > 
=_ 15 工 5—t 
Kio= pe i i o(z)aln 地 
1 
-| on)a= =0 (7.84) 


在 加 类 ( 亦 即 允许 6G(e) 在 点 处 可 以 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 ) 中 
共有 2m 个 线性 独立 解 oz(z)， aa(r)， *"") Gam(T), 且 方 程 (7 .83) 
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为 可 解 的 充分 和 必要 条 件 是 
ref [folt) + el Jo d=0, j=1, 2 mo (7.85) 
当 这 些 可 解 性 条 件 满足 时 , 解 (i) 是 唯一 的 。 如 果 把 常数 cy 的 实 
部 与 虚 部 分 开 , 则 co 中 共有 2m 个 实 常数 3 …，3m,， 因此 ,可 
解 性 条 件 (7.85) 实 际 上 是 关于 61,…，6zm 的 一 个 实 线性 代数 方 
程 组 


yi jt 3 "0°) 2786. ‘(7.86) 
其 中 实 常数 矩阵 (7 则 只 与 04(); oa 四 aen( 蚊 有关, 而 
.N=Re fot) ot), 了 一 证 2, … 2mo 


现在 证 明 线性 代数 方程 组 (7.86) 有 了 唯一 解 。 为 此 , 只 须 证 明 - 
aet (5) 关 0, 或 者 说 ， 只 要 证 明 ， 当 所 有 入 =0(j 一 1 2,…,，2m) 
时 , (7.86) 仅 有 零 解 。 事 实 上 , 我 们 再 次 假设 在 上 无 外 应 力 ,在 
无 穷 远 处 无 应 力 、 无 转动 。 于 是 fo( 人 ) =0, 从 而 所 有 的 为 =0, 即 
(7.86) 是 一 个 齐 次 方程 组 。 设 它 有 一 个 解 39，69,…，88,,, 于 是 得 
到 一 组 复数 避 @& …，cgw 它们 满足 (7.85), 于 是 ,积分 方程 
Kiw=0(t) (et)=0, 当 teEDL;NH) 
有 唯一 的 解 0°( 旭 。 由 这 个 函数 wr()， 就 可 按 公 式 (7.81) 算出 
go"(z) Was) ,它们 必 满 足 边 界 值 条 件 
po + Gt) FD =0°(D, tEL, (7.87) 
且 显 然 有 (oo) 一 0.?(co) =0， 因 此 ,由 前 述 的 唯一 性 定理 ， 就 
有 .Jo(e) = 各 (ge) =0。 于 是 , 由 (7.87) 直 如 0Gt) =0, 也 即 所 有 的 
?==0, 从 而 所 有 的 59，52,…，68,, 皆 为 零 。 这 样 一 来 ,我 们 的 结论 : 
得 证 。 
因此 ,为 求解 原 边 值 问题 , 可 先 从 线性 代数 方程 组 (7 .86) 求 出 
561，6s，.…，6sm, 从 而 得 到 复数 cl，ca， …，oo, 然后 解 奇异 积分 方程 
(7.83)， 它 必 有 唯一 的 解 o( 力 ， 将 这 样 得 到 的 函数 oD 代入 式 
G@.81) 中 就 求 出 p(e)， 由 (为 ， 从 而 第 一 基本 问题 完全 解决 。 
现在 考虑 第 二 基本 问题 仍 设 弹性 区 域 也 如 上 面 所 述 , 它 是 
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有 和 条 裂纹 Li, La, ”7 Lm 的 全 平面 ， 厂 一 大 十 7 十 十 了 on 艳 适 
当 光 滑 的 曲线 假设 已 知 五 上 两 便 的 位 务 拓 的 一 好 从 十 名 (人 
IE Zr 还 知道 在 无 穷 过 处 的 应 力 和 转角 , 即 已 知 卫 7 根据 1 飞 移 
的 连续 性 ,应 有 
gi (a) =—g (oa), g+(b) = (C0), j=1, 2 + m, (7.88) 
:这 里 @.B; 是 石 的 两 端点 。 此 外 ， 我 们 还 应 要 求 在 各 个 卫 上 外 应 
力主 矢量 也 + 证 也 是 已 知 的 ,但 各 条 裂纹 五 上 两 侧 的 外 应 力 合 
主 矢 量 工 ; 十 47 是 未 知 的 ,只 知道 它们 有 一 个 约束 条 件 
工 + 这 = 宫 ( 了 上 + 让， 
”因此 实际 上 是 2m 一 2 个 待定 实数 ， 例 如 说 是 及 Ys, 了 Ys, 了 
"°°y nm—1}) Vn To 
第 二 基本 问题 是 : 已 知 工 上 的 位 移 信人 四 ,求解 应 力 函 数 p(z)、 
由 (2 的 边 值 问题 
-np +ip ED) + f+ 0), tiEL, (7.89) 
-其 中 | f* (= —2ng9:(t)o 
将 上 节 中 的 应 力 函 数 p(2)、 水 (8) 的 表达 式 (7.74 代 入 (7.89) 
中 ,得 到 
一 np#( 旭 十 tp0*(#) 十 是 (如 
-rT 
t wa . C7* (¢) 
十 县 GT 吧 | 0 } 
+nr— Tr, EL, 
为 了 使 应 力 函 数 唯一 , 还 可 补充 规定 , 例如 go(co) 一 0, 但 这 样 只 
能 要 求 加 (ce) 为 有 限 。 不 失 一 般 性 , 仍 可 假定 T=" 一 0。 这 样 
一 来 ,上 列 边 值 问 题 可 和 写 为 
一 78 坟 (办 十 如 号 办 十 贱 僵 
一 .关公 ) 一 STstirdIn|t 人 的 | 


2 nF 1) 磊 


十 v * (6) , 
Er .0 好){ 亿 吕 | 1i€EL, (7.90} 
其 中 含有 2m 一 2 个 实 的 待定 常数 。 
注意 到 当 点 1€D 时 ， 
ps1 
AO) 
因此 In|tf 0) |= -nl (|, te€ Ly, 
这 样 对 计算 较 简 便 。 现 记 
PFO) = Fi) = -fi 
-AT tn, 
ti€ DL, 


Xr—iYy t 
PTO- TOTGTD TH t€ Ly, 
GO = + — Pm > (Xe) 
x [nl 0 |+lin|tr 0)|] 
t SY 
Ta I 
其 中 根 式 V 一 qj) G 一 97) 是 上 节 中 已 取 定 的 函数 VC 一 wz 一 By) 
的 分 支 当 z=1E Ly(8 天 四 时 的 值 。 
引进 新 前 未 知 函 数 ob， 本 


ol?) — 2 Hy, 
ODE or- 吉 全 人 ww CD 


工 F(z) 。 
| 7 dv + 07+,, 


其 中 51、6s 是 待定 的 实 常数 。 将 式 (7.91) 代 入 (7.90) 中 , 计算 化 
简 后 ,最 后 得 出 一 个 关于 (5 的 奇异 积分 方程 
t 


1 20) 7 1 | al TC— 
Keo=3 mir v—t Qo 4 (7) DoF 
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1 5 


一 一 Fr) dT—— 去 eg (61-02), 


i LT—€ 


~ Br 


(7.92) 

这 个 积分 方 程 的 右 端 含有 2m 个 实 的 待定 常数 Ky Ys, Xo, Ys, 
…，Xnm-b 了 wa B51，62, 仍 要 求 在 hen 函数 类 内 求 其 解 。 当 以 叭 
一 的 方式 适当 选取 这 些 待定 常数 后 ， 奇 异 积分 方程 (7 .92) 存 在 着 
唯一 的 解 。 论 证 过 程 与 讨论 方程 (7.88) 类 似 。 

这 里 要 指出 : 如 果 在 裂纹 两 侧 只 给 出 相对 平 动 的 位 移 , 而 每 一 
条 裂纹 两 便 的 外 应 力 合 主 矢量 卫 ;-+27; 为 已 知 , 这 种 情形 也 可 完 
全 类 似 地 讨论 。 这 时 可 补充 要 求 各 (ce) 一 0, 而 把 各 条 裂纹 上 的 
平 动 以 复 常数 c1(j 一 1，2, … m) 表 示 ， 于 是 ， 奇 异 积 分 方程 
《7.92) 的 形式 就 与 (7.83) 相 像 ,解法 也 就 更 为 接近 。 

如 果 无 限 的 弹性 平面 中 的 裂纹 在 同一 直线 上 或 在 同一 贺 周 上 
时 ,求解 基本 问题 就 简单 多 了 。 对 于 裂纹 在 同一 直线 上 的 情形 ,有 
经 典 的 结果 ( 见 专著 [73])。 当 裂 纹 位 于 同一 贺 周 上 时 , 讨论 也 是 
相 类 似 的 。 


$7 有 界 区 域 带 裂纹 的 基本 问题 


现在 讨论 有 界 弹 性 区 域 中 有 裂纹 的 基本 问题 ， 可 以 用 同上 节 
类 似 的 方法 化 为 奇异 积分 方程 ,证 明 后 者 存在 着 唯一 的 解 。 

设 也 是 一 个 如 图 7.2 所 示 的 有 界 多 连通 区 域 , 即 其 外 边界 为 
Do, 在 其 内 部 有 mr 个 裂纹 太一 ai0 (7 二 1，2,…:，1m), 它们 互 不 相 


交 , 也 不 延伸 到 Ze 上 。 记 Z- 福 To 五 = To 二 饼 ， 并 设 坐 标 原 点 


含 在 区 域 DD 内 。 

在 第 一 基本 问题 中 , 要 考虑 到 外 应 力 的 主力 矩 。 在 me 上 外 应 
力主 力矩 是 
» 93056。 


lo- 人 [ar 一 9Fs(D]i to 地 
s 是 曲线 上 点 i 的 弧 坐 标 。 在 裂纹 五 的 左右 侧 上 的 外 应 力主 力矩 
分 别 记 为 
Mi=|, [oY (0) —yXEO]ds, jl, 2 m, 
合力 主 矩 为 。 MMI+My，j=l, 2 …, mo 
由 平衡 条 件 ,应 有 
Bi-0, (7 .98) 
以 gC) 一 w(t)+iw() 表 示 荆 的 位 移 ， 即 以 golt) w(t) 十 
iwolt) 表 示 Lo。 上 点 处 的 位 移 ,用 邓 全 一 好 全 十 多 分 别 表 


示 昼 纹 五 上 的 点 坏处 左 、 右 侧 的 位 移 。 后 者 应 满足 连续 性 条 件 
《7.88) 。 


， 先 考虑 第 一 基本 问题 : 这 时 ， 已 知 Ze 上 的 了 ,C2 二线 ,(0), 了 
上 的 了 站) 十 红 #GQ), 且 满足 $5 中 所 说 的 平衡 条 件 
| (Xt =0, 
以 及 条 件 (7.93) ,其 中 和 
Zoriyo= | (Xd ds, 


XtiP=|, (XH ds+| (Fr+oYr)ds, 
1 4 
3=1, 2， “Mo : 

记 C0) 6 [XP Olds, tt€e To, 
并 如 式 (7.7 四 定义 凡 Q@) (9 一 十 2 …, mys。 这里， 我 们 还 要 说 
明 ， 如 果 在 每 一 条 裂纹 Zi 上 两 侧 外 应 力 合 主 矢量 了 ;二 入 ;=0( 了 
一 工 2, ，…, m)， 于 是 在 Lo 上 的 斑 o 十 Yo 也 终于 零 ， 从 而 条 件 
(7.93) 可 以 写成 较 便 于 应 用 的 形式 。 事 实 上 , 既然 了 :十 氏 j=0， 
所 以 仓 (o) 一 0, 而 fo() 是 Lo 上 的 单 值 丁 数 。 记 

F=f -+R EEL;, j=1, 2 *…, m, 


就 有 EAOPED A OL OP EDOLS 
| 从 而 在 裂纹 七 的 左 、 右 侧 上 外 应 力主 力矩 分 别 为 . 


MU} = Faitya$) 
一 干 Re | 和 af 00), t=2+iy, 
分 部 积分 得 af 一 于 Be[EF# 的] 二 Re 人 717)a 
由 于 凡 (@) 一 0, 而 凡 (B) 一 疗 (BD, 所 以 
Mi Mi + Mi = Re] Tf?) ~f7 (OI, 


但 是 MRel, fo 
这 样 ,条 件 (7.99) 等 价 于 
Ref|, oaE+| F(a }=0, (7.94) 


-其 中 下 的 一 产 的 一 广 (从 而 产 的 一 上 友人)， DO 2, 
-mm)o 
求解 第 一 基本 问题 ,就 是 求解 边 值 问题 . | 
pl 二 ED + fod) too tf ELo, (7.95) 
p+ +p + = +or tiEL, (7.95), 
3=1, 2, ,1%, 
-其 中 eo，61,，…，6m 都 是 待定 复 常 数 。 本 来 61(j 一 1，2,…， mm) 在 
五 的 左 、 右 侧 上 应 写成 不 同 的 记号 of 和 er, 但 如 同上 节 中 已 证 明 
.过 的 那样 ,同样 可 以 证 明 ec} 一 o7。 | 
将 表达 式 人 7 .73) 民 入 人.95) 中 ;就 可 得 到 wo(e) yo 人 应 满足 
萄 类 似 于 (7.95) 的 边界 值 条 件 。 不 失 一 般 性 ， 村 并 定 在 和 条 
人 敏 石上 ,两 侧 外 应 力 合 主 矢 量 及/+ 匀 一 0(7=1 2 …，m)， 
及 在 Zo 上 前 工 o 十 和 7o=0， 于 是 ， 可 以 认为 ， 党 全 迪克 信 儿 人 
《7.95) 的 函数 pC%) .水 (z) 已 是 区 域 刀 内 的 解析 函数 ,fo( 如 已 在 Lo 
上 单 值 ， 六 (cp) 一 0, 请 (b7) =f7 (6) (= 区 … m)， 且 条 件 
《7.94) 成 立 。 
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同上 节 类 似 , 引进 新 的 未 知 函 数 w()， 而 把 边 值 问题 (7 .957 
一 co(z) ， 
9%) | RT 

-而 | 人 二 | 人 C98) 


I F(s) 
2r% |， 全 一 多 dr, 


并 暂 设 条 件 (7.82) 成 立 。 这 在 以 后 可 以 得 到 证 实 。 

当 tE 记 时 ,在 (7.95)s 中 的 左边 界 值 等 式 里 , 以 (7.96) 代 入 ， 
利用 Coxongzii-Plemelj 公式 ， 可 以 得 到 一 个 关于 @( 台 的 奇异 积 
分 方程 


工 (oz) | ot 
Kio= 7), 7 gl), “In 


Ee 


j1 Mm (7.97) 
其 中 G 的 一 广 鸭 十 广 丰 ,而 大 的 一 六 (人 tE LD, jl 2 
me。 如果 考虑 (7.95)> 中 的 右边 界 值 等 式 , 由 此 出 发 ， 会 得 到 同一 
方程 (7 .97)。 
当 t€ 时 ,由 (7.95)1 式 ,用 类 似 方法 可 以 得 到 男 一 个 积分 
方程 | 


Kiw= fo(t) + 


F(s) 
二 | 7 cz 十 Co t€ Loo (7 .98) 


再 令 
00= -| w(t)ds, (7.99) 


于 是 ，(7.97) 和 (7.98) 一 起 构成 了 工 上 的 一 个 奇异 积分 方程 ,其 
中 共 仿 有 党 个 待定 复数 C1，cs,…，Cmo 


我 们 在 (7.98) 的 左 端 添加 一 项 - 间 ， 使 之 成 为 


.329.。 


四 


Kiwt ef (8) + 人 


2 
这 里 


lz 十 oo tE Lo, (7.100) 


b= 3s, 2 4 r+ gi (7.101) 


为 一 纯 虚数 。 这 样 , (7.97) 和 《7,100) 一 起 构成 了 工 上 的 一 个 新 
的 奇异 积分 方程 。 我 们 在 hm 类 内 求 其 解 , 即 要 求 o(c) 和 wb) 
(= 十 2 7) 均 有 界 。 

下 面 证 明 , 奇异 积分 方程 (7.97)、《7.100) 当 且 仅 当 待 定常 数 
CD 0a，…， Cm 适当 选 定 (而 且 是 唯一 方式 确定 的 ) 时 ， 才 可 解 , 且 和 多 
是 唯一 的 。 

首先 证 明 : 当 平 衡 条 件 (7 .94) 满足 时 ， 如 果 积 分 方程 (7.97)、 
(7. 100) 对 某 组 常数 ~ 0s，…，Om 在 em 类 内 有 解 , 则 必 加 一 0 亦 


就 是 说 ， 在 添加 一 项 - 关 “后, 并 不 改变 我 们 所 需要 的 原先 奇异 积 


轨 方 各 (7.97) (7.98) 的 衣 。 为 此 ,我们 假设 常数 om，eco …，om 已 
， 适当 选 定 ， 且 积分 方程 (7.97) 和 (7.100) 有 一 个 解 %( 引 。 利用 式 
(7.96)、(7.99) 、(7.101) ,由 (人 可 分 别 求 出 gC2) 部 (8) ,co.50. 再 
代入 边界 值 条 件 (7.95), 得 到 


pig + T+ ol) -co tE Lo, C7.102): 


p+(D tp + =f}(0) to, tEL, 
j=1, 2, mo (7.102)s 
对 上 两 列 等 式 取 复 共 轿 值 , 乘 以 2， 并 分 别 沿 Lo、 六 积分 ,天 出 分 
部 积分 ,并 注意 到 假设 条 件 (7.83)， 保 证 了 p(e) 、 由 (人 在 点 xz 一品 、 
2 处 均 有 确定 的 值 , 就 有 


A 了 , 人 Ty 
fi 2 (人 的 QL 一 PC ) 2 LAG, -2m bo | 7 of 

EOF pt 天 十 re 

| pat | 人 六 Oe2=| 万 Wa 


+61(0;—0), j=1, 2, …., WA 
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但 是 条 件 47.82) 确实 是 成 立 的 , 因为 在 (7.97) 中 除 左 端 第 一 项 外 ， 
在 点 1=@、 刀 附近 均 有 界 ( 因 了 了 Ca) = 了 (0) 一 0)， 如 果 w(@?)， 
0w(5b3) 不 同时 为 零 , 则 其 第 一 项 在 点 @y 或 5 附近 就 会 出 现 对 数 奇 
异性 ,这 样 就 产生 了 了 矛盾 。 现 在 把 上 面 后 一 式 中 的 取 左 、 右 边界 值 
的 两 式 相 减 ,再 对 了 从 工 到 轻 相 加 ,并 加 上 前 一 式 ， 然后 取 其 实 部 ， 
就 得 到 

— ori botRel | ,b(t) w+|, [G0) -00) a} 


一 Re{|, Fo at +| ,7 at } 
这 里 用 到 了 bo 是 纯 虚 数 这 个 事实 。 注 意 到 函数 由 (2) 在 点 :一 中 2 
附近 至 多 上 只 可 能 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 ,因此 可 以 推 知 ,上 式 左 端 第 
二 项 为 零 。 再 由 条 件 (7.94), 就 得 知 56 一 0。 

其 次 要 证 明 : 相应 于 奇异 积分 方程 (7.97)、(7.100) 的 齐 次 方 
程 只 有 零 解 。 事 实 上 , 甚至 可 进一步 证 明 :; 如 果 foQ() =0, 1€ Lo; 
fi =0, t1€ELD(I=1, 2，…，m), 而 常数 01，0s，…，lm 待定 , 若 
适当 选择 @j 一 (7 一 4，2,，…，mm), 积分 方程 (7.97)、(7.100) 有 和 解 
-0( 旭 , 则 必 wo(?) =0, 1EI, 从 而 所 有 09=0。 

设 wo( 刀 是 上 面 所 说 的 一 个 解 。 册 wo( 引 求 出 相应 的 go(s)、 
jo(2) .06《 这 时 ,自然 有 如一 0)。 利 用 wo( 允 所 满足 的 积分 方程 ,可 
以 得 出 | 

Polt) +ipo Ct) 十 各 四 = 1€ Lo, 

G$ (t+ tpo* (b+) =09, ti€E Ly 

7 一 二 2, Oo 

这 是 在 整个 工 上 无 外 应 力 的 第 一 基本 问题 的 边界 值 条 件 。 因此 ， 
函数 po(z)、yo(z) 作为 DD 中 的 复 应 力 函 数 , 它们 只 能 相应 于 思 的 
一 个 刚性 位 移 , 因此 1 
gp6(z) 一 28z 二 co 人 =0', 2€ED, (7 .108) 
其 中 s 是 实 第 数 ,co 为 复 常数 。 1 

在 (7 .98) 的 第 一 式 中 , 令 点 2 从 三 (一世 2 …， 0) 的 两 侧 趋 
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(7.102) 


于 其 上 同一 点 t, 由 Coxomkaii-Plemelj 公式 ,可 知 
oo 人 (月 一周 (人 — p58), t€ Z, 
于 是 由 (7.103) 的 前 一 式 , 即 得 wo() =0 tE 工 。 这 样 ， ™. 96) 式 
就 可 写 为 
1 oT) ds, 


Vez 二 C= 
Zand ) rz， 了 T 一 z 
_ _ zED, (7.104) 
of ng 1 | Two (7) 7 
rr, ve Dm jr v2 


上 面 两 式 左 、 右 端 在 To 扬 国 的 内 区 域 Do( 不 含 裂纹 的 ) 中 都 是 解 
析 的 。 因 此 式 (7.104) 在 区 域 Do 内 也 是 成 立 的 。 


由 于 现在 
有 ~- 下 | drt oo 时 一 0 
即 Re| Lb dr=0, 


当 此 ,在 对 (7.104) 的 第 一 式 求 巡 ,并 令 z~0 后 ,立即 得 出 s=0, 这 
样 ,有 
Pol¥¢) =0, hol2) =0', 


并 且 ool | YY) gs, 


1 DL 
~ 2g jr, 7—z% cz 一 | dr, 


其 中 2z€ Do。 若 记 
Pub) = wot) —0, Vl) = —o0lt) ~Iob lt) —0,, 
iE Lo, (7.105) 
则 易 得 


1 AD) 工 f 由 (Ge) 
2nmd jr, 7— T= -0, 20r0 JL, T—2 r=0, 2€ Doo 


由 此 可 兄 ,p, 反 省 0) 分 别 是 在 Po 所 围 外 部 区 域 D5 中 为 解析 着 
数 os(2)、 加 (2) 的 边界 值 , 且 ps(co) = 上 (eco) =0。 
从 (人 .105) 消 去 oo( 人 ,得 
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GE TED Th = 040), tELo. (7.106) 
把 一 Cc 十 0) 视 为 待定 常数 , (7.106) 是 .D5 内 边界 上 无 外 应 力 ， 无 
穷 远 处 也 无 应 力 和 转动 的 第 一 基本 问题 。 由 于 ws(co) = 几 (co) 
=0, 因此 由 唯一 性 , 必定 有 or (2) 一 内 (2) 一 0, z€D5， 从 而 os G4) 
一 内 人 的 =0 i€ 10。 于 是 c+0 一 0, 即 0 一 一 ce。 代入 (7 .105) 式 ， 
城 不 难得 出 c=0, 从 而 在 Lo。 上 有 -wo lt) =0。 这 项 是 所 要 证 明 的 。 
现在 回 到 奇异 积分 方程 (7 .97)、(7 .100)， 它 在 hom 类 内 的 指 
标 为 一 其 相应 齐 次 方程 只 有 零 解 , 因此 这 个 积分 方程 可 解 的 充 
分 和 必要 条 件 是 其 右 端 (这 里 要 注意 的 是 ， 由 于 co 由 式 (7.99) 家 
示 , 因此 它 已 不 属 其 右 端 了 ) 要 满足 2m 个 实 的 条 件 
Re So | ,Ox() = Be [Ho at, (7.107) 
b=1, 2, ££, Om, 
其 中 ox(D，ca( 六 ，…，arm (四 是 相 联 齐 次 积分 方程 在 加 类 中 的 
完全 解 组 ,而 


fo(D + | ,2 之 dz, 1€ Lo, 
270 FT 


H(t) = 1 (7.108) 


7 GC) + Za i1€EZ, 


如 果 把 多 的 实 部 . 感 部 分 开 , 记 为 801，83，…，8x， 于 是 47.107) 式 
可 以 写成 如 下 形式 


$y,= A 了 一 二 2, .…, 2m, (7 .109) 


其 中 yxw 是 与 原 边 值 问题 的 边界 值 条 件 无 关 的 一 些 已 知 实 常 a 

符 阵 (?z 是 满 秩 的 。 事 实 上 , 设 区 域 卫 的 边界 (包括 各 发 纹 
的 两 侧 ) 上 无 外 应 力 。 于 是 ， 由 (7.108)， 五 (=0，tEI。 因 此 
一 0(9=1，2,，…，2m)。 这 时 ， 因 前 大 记述 ， 问题 只 有 零 解 , 且 
所 有 6 一 0, 亦 即 记 有 一 0(% 一 I，2,…，2m)。 这 就 表明 ， 相 应 于 
发 性 代数 方程 组 (7.109) 的 齐 次 方程 组 只 有 堆 角 于 是 ,行列 式 
det(yx) 天 0。 这 样 ， 对 任何 值 入 (一 1，2，…, 2m), 线 性 代数 方 
程 组 (7.109) 总 有 唯一 的 解 。 


在 这 举 确 定 所 有 常数 值 (7 一 二 2 …， 9) 后 , 即 可 解 性 条 件 
机 107) 满 足 。 从 而 奇异 积分 方程 (7 .97)、(7. 100) 有 和 解 ， 而 且 解 是 
汪 一 的 。 

至 此 , 第 一 基本 问题 已 完全 解决 了 。 

再 来 考虑 第 二 基本 问题 : 这 时 , Zoo 上 的 位 移 ob) 和 各 弄 人 Ls; 
西 倍 上 的 位 移 于 (0) 均 已 知 , 它 们 满足 连续 性 条 件 (7.88)。 要 求 的 
是 上 外 应 力 的 主 欠 量 及 o 十 氏 o: 以 及 各 裂纹 万 两 侧 上 外 应 力 
的 合 主 矢量 之 16 它们 应 适合 平衡 条 件 

于 + 一 3 (Xi 一 0。 


因此 ， 实 际 上 现在 用 个 待定 复 常数 bg 
要 求解 复 应 力 函 数 p(z) .省 (2) 的 下 列 边 值 问 题 
~ tigp HD tt) = — 90lt), t€ Lo, 
—np* 的 十 三 人 + = — dg (O, 1EL;, (7.110) 
j=1, 2, ,Mm, 
这 里 的 p( 允 和 冰 (2) 角 以 CY.73) 表 达 ， 把 (7.78) 代 入 (7.110) 式 ， 
得 到 区 域 刀 内 的 解析 函数 po(2) .wo(2) 所 应 满足 的 边界 值 条 件 
.—npolt) + ipod 十 加 的 一 六 全 


| (了 Xj 十 oY x)ln | Cr(t) | 


5 困 了 一 
3 Xx— dk 
tT VG an) (Gt—0p) 
ti€ Lo, 


— np + + pe) =f#(t) (7.111) 


-zt 当 训 (KptéoTp)In| EG) | 


,JET 
+ 0 总 Ce- 区 本 
t€ DL;, j=1, 2 ,mo 
这 里 沿用 了 上 节 中 的 一 些 记号 ， 并 到 将 沿用 在 那里 也 定义 的 (人 
和 G 人 的 等 ,但 在 现在 4E 包 
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Po) -二 | oem gn, 


Do JL 一 和 


1 wr) 1 1f tw’(7) 
Wo(2) = Tg | dar (7.112) 


1 bh'(r) 
+ 二 中 5 z ds 


EMA 得 到 一 个 方程 
Fo= 志 人 。 oo go 1 过 


五 一 


村 


1 
Bd -| at d=— 2 


一 -去 刀 的 十 一 一 一 一 


元 加 Dl)| 
i ~ 7 一 027x 
一 Te 人 
327(7I 十 TEA 一 Co) (t— 0;) 
1 (7) 
2 人 Tar, t€ To (7 .113) 


把 (7.112) 式 代入 (7.111) 的 后 一 式 中 ,得 到 又 一 个 方程 
Ko———1 | 去 6G， fiEZ (1.114) 


227177O Et 


(7.113) 式 和 (7.114) 式 一 起 构成 了 工 上 的 一 个 关于 w(t) 的 奇异 
积分 方程 , 含有 mw 个 待定 复数 全 ;6Y;(j 一 1 2 各)。 

伺 前 面 类 似 可 以 证 明 , 当 got) 0, gj 站 = 的 v1) 一 0 
(二 4，2,，…, mm) 时 , 车 适 当选 取 尺 /+ 一 了 ?了 悦 ?(I=1， 2 
…，m)， 奇异 积分 方程 (7 .118)、(7.11 多 有 解 co 0 中， 则 在 整个 工 
上 必 有 oo 人 =0, 从 而 所 有 开 ? 十 江 ?= 0。 

奇异 积分 方程 (7.113)、(7.114) 的 指标 为 一 m， 这 个 积分 方程 
可 解 的 充分 和 必要 条 件 是 XYI = 2, 1) 要 满足 2m 个 
实 的 线性 方程 , 这 个 线性 代数 方程 组 恒 有 唯一 的 解 全; 了 ;(I=1， 
2,…,，m)。 出 此 ， 就 可 求 得 奇异 积分 方程 (7 .113)、(7.114) 的 唯 
一 解 0 代入 (7.112) 可 以 求 出 pe、 ,再 代入 (7 .73), 就 
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得 出 所 要 求 的 应 力 函 数 p(z)、 由 (z) 了。 这样 ， 第 二 基本 问题 就 得 
以 完全 解决 了 。 


$8 其 它 问题 


如 果 弹 性 区 域 中 有 若干 个 “ 洞 ” 且 带 有 一 些 裂纹 ,在 这 种 情形 
的 基本 问题 也 可 相仿 讨论 。 此 外 , 还 可 考虑 边界 上 具有 相对 位 移 
的 第 二 基本 问题 以 及 混合 边 值 问题 等 等 ， 对 它们 进行 求解 不 会 有 
实质 性 困难 ; : | 

对 于 由 不 同和 材料 组 成 的 弹性 体 带 有 裂纹 时 的 基本 问题 ， 是 有 
重要 实际 意义 的 课题 ， 也 是 国内 外 有 不 少 人 关注 的 并 在 进行 研究 
的 课题 。 对 此 感 兴趣 的 读者 , 请 参阅 专著 [830] 以 及 有 关 的 论文 。 
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